
Università di Bologna

Tesi di Dottorato in

Ingegneria Strutturale ed Idraulica

Ciclo XXV

Settore Scientifico-Disciplinare ICAR/08
Settore Concorsuale 08/B2

Travi in parete sottile con
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Introduction

During the last decades, an increasingly important percentage of the steel produc-
tion used in civil structures belongs to cold formed profiles. Such diffusion is ever
increasing as a result of both the profiles themselves and their production process
representing significant savings in the building business [1]. In their most common
use, these profiles are classified in the current standards [2]-[7] as Class 4; that is,
profiles in which to determine resistance it is necessary to take into account local
instability of the compressed parts of the cross-section. For cold formed profiles
specifically, it is also required to take into account distortional instability [8]-[12]. It
is clear then that even if these profiles are widely used due to their simplicity of both
production and application, the same cannot be said about their design. Indeed,
the design standards for these elements are relatively recent and not valid in general
cases. In Europe, the standard refers to the Effective Width Method (EFW) [13],
while the United Stated standard revolves around the Direct Strength Method which
itself is based on the Constrained Finite Strip Method (cFSM)[14]-[21]. However,
both of these approaches have several limitations.
For this reason, a significant amount of research has been conducted toward the
development of analysis tools, which combine an easy usage and good predictive
capabilities, to evaluate the structural behavior of simple structural systems that
use cold formed profiles [22]. In particular, the approach that would best fit this
objective is based on the Finite Element Method. The contributions in this respect
can be subdivided in two main categories: one toward an effective three-dimensional
modeling using bidimensional elements [23], and the other toward the formulation
and development of mono-dimensional beam models with enriched cross-section ki-
nematics. In this second category the first important contribution was the theory of
Vlasov [24]. Later on, Capurso [25][26] developed in the 60s a generalization of this
theory that introduces shear deformation along the section midline by enriching the
warping description while imposing null in-plane displacements. This formulation
has been recently extended to the case of materials that are transversally isotropic
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and applied to pultruded beams [27]-[28]. In the other hand we have the Genera-
lized Beam Theory (GBT) [29]- [30] proposed by Schardt in the 80s. The GBT,
by allowing for deformation of the cross section in its own plane, is a model that
allows taking into account section distortion, which is essential to the design of
cold formed profiles. Following the work of Schardt, many authors have contribu-
ted to the improvement of the GBT by extending it beyond its original formulation
for open branched cross-sections [31]-[33] and by adding nonlinear effects for the
analysis of buckling problems [34]-[38]. Moreover, in the spirit of the Kantorovich’s
semi-variational method, a new approach for the selection of the cross-section de-
formation modes has been presented in [39]. Recently in [40]-[48], the application
of the GBT to analyze cold-formed roof systems has been presented as well. As re-
gards the shear deformation, Silvestre and Camotim were the first that removed the
Vlasov constraint introducing the shear deformation in the GBT [49]-[51]. Later,
much effort has been devoted to the extension of their formulation to analyze com-
posite thin-walled beams. In particular, the extension of the formulation to analyze
the local and global vibration behavior of arbitrary loaded lipped channel columns
and beams with cross-ply orthotropy has been presented in [52]. The linear and
buckling behaviors of FRP composite thin-walled members have been extensively
analyzed in [53]-[55].
In this context, the present work revolves around a theoretical formulation, a nu-
meric model and a series of applications of the GBT in the study of thin walled
profiles and particularly of cold formed steel members. In particular, this work pro-
poses a new set of GBT kinematics that takes into account in an original way the
shear deformability of the section. This formulation preserves the format of the
classical GBT while adding an additional linear warping displacement along the wall
thickness, thus guaranteeing perfect coherence between bending and shear beha-
vior. It will be shown how such formulation allows easy recovering of classical beam
theories including those that are shear deformable [56]. Moreover, a procedure to
reconstruct tridimensional stresses which recovers the reactive stress resulting from
the internal constraints typical of reduced kinematics is introduced [57]-[58]. On
the base of these elements, a design approach for class 4 profiles, called Embedded
Stability Analysis (ESA) will be proposed to duly consider all aspects of the current
standards. The thesis is organized in six parts. In the first chapter a general intro-
duction on cold formed profiles is presented along with the currently used design
approaches. In the second chapter, after a quick description of the state of the art
on GBT, the new set of kinematics is presented. In the third chapter it is shown
how from the proposed GBT formulation it is possible to completely recover classi-
cal beam theories included those that are shear deformable. In the fourth chapter
a GBT finite element is presented. In the same chapter the procedure to recover
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the tridimensional stress state is showned. In the fifth chapter the RM approach is
presented and a series of roof systems are designed following the different available
approaches. Finally, in the sixth chapter the ESA procedure is proposed.
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Introduzione

Ormai già da qualche decennio, una percentuale rilevante della produzione di acciaio
impiegato nelle costruzioni civili è rappresentata da profili in parete sottile ottenuti
molto spesso attraverso il processo di formatura a freddo, nota in ambito anglosas-
sone come cold-forming. Tale diffusione è in continua crescita in quanto tanto il
processo produttivo quanto le peculiarità di questi prodotti consentono di ottenere
elevate economie di costruzione [1]. Nei loro più svariati impieghi, tali elementi sono
molto spesso classificati dalla norma vigente [2]-[7] come profili in classe 4 ovvero
profili per i quali nella determinazione delle resistenze è necessario tener conto de-
gli effetti dell’instabilità locale delle parti compresse della sezione trasversale. Nei
casi in cui il profilo sia anche stato ottenuto attraverso un processo di formatura a
freddo è inoltre prescritto che anche l’instabilità distorsionale [8]-[12] debba essere
debitamente tenuta in conto.
Appare quindi chiaro che se da un lato tali elementi devono la loro diffusione al-
la semplicità di produzione e di montaggio, non può dirsi altrettanto per quanto
concerne il loro calcolo e la loro progettazione. Le norme che standardizzano la
progettazione di tali elementi infatti, sono relativamente recenti e non sempre ge-
neralmente applicabili. In particolare, in ambito europeo la norma fa riferimento
all’Effective Width Method (EWM), noto in ambito nazionale come metodo delle
larghezze efficaci [13], mentre le norme statunitensi si rifanno al Direct Strength
Method basato sul Constrained Finite Strip Method (cFSM) [14]-[21]. Tali approc-
ci presentano però una serie di limitazioni.
Per questo, una significativa quantità di ricerche scientifiche è rivolta verso lo svi-
luppo di strumenti di calcolo che combinino un utilizzo agevole a buone capacità
predittive per l’analisi del comportamento strutturale di sistemi, anche semplici, che
prevedono di impiegare profili in acciaio sagomati a freddo [22].
In particolare, l’approccio che sembrerebbe meglio prestarsi a questo scopo è basa-
to sul metodo degli elementi finiti. In questo contesto i contributi possono essere
suddivisi in due categorie principali: una che mira ad una effettiva modellazione
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tridimensionale, a base di elementi bidimensionali [23], e l’altra invece che punta
alla formulazione e lo sviluppo di elementi finiti mono-dimensionali sulla base di
modelli di trave con cinematica arricchita.
In quest’ultimo filone, il primo importante contributo è stata la ben nota teoria di
Vlasov [24]. In seguito Capurso [25]-[26] ha generalizzato tale teoria, introducendo
la deformabilità tagliante lungo la linea media. In particolare, ciò è stato ottenuto
mediante un arricchimento della descrizione del warping a cui sono associati sposta-
menti nulli nel piano della sezione. Tale formulazione è stata recentemente estesa
anche al caso di materiali trasversalmente isotropi e applicata per l’analisi di travi
in parete sottile pultruse [27]-[28]. D’altra parte, negli anni 80’, Schardt propose la
Generalized Beam Theory (GBT) [29]- [30] che, rimuovendo l’ipotesi di indeforma-
bilità della sezione nel proprio piano, è in grado di cogliere fenomeni di distorsione
della sezione trasversale e che ben si presta, per questo, ad essere impiegata per lo
studio e la progettazione di profili in acciaio sagomati a freddo. A seguito dei lavori
di Schardt, molti autori hanno contribuito al miglioramento della teoria, estendendo
la sua formulazione al caso di sezioni con nodi in cui convergono più di due pareti
e al caso di sezioni chiuse [31]-[33] e aggiungendo effetti non lineari per svolgere
analisi di stabilità [34]-[38]. Inoltre, nello spirito del metodo semi-variazionale di
Kantorovich, è stato presentato in [39] un nuovo approccio per l’analisi dei modi
deformativi ammissibili per la sezione trasversale. Recentemente, in [40]-[48] sono
state presentate alcune applicazioni della GBT a sistemi di copertura realizzati con
profili formati a freddo.
Relativamente all’introduzione della deformabilità tagliante, Silvestre e Camotim
furono i primi che, rimuovendo il vincolo Vlasov, proposero una GBT deformabile
a taglio [49]-[51]. In seguito, molti sono stati gli sforzi dedicati all’estensione della
teoria al caso di materiali ortotropi. In particolare, l’estensione della formulazione
impiegata per analizzare il comportamento locale e globale di colonne compresse
realizzate con materiale ortotropo a sezione arbitraria è stata presentata in [52]. Il
comportamento lineare e di buckling per elementi caricati di punta realizzati con
materiali compositi in FRP è stato invece ampiamente analizzato in [53]-[55].
In questo contesto, nel presente lavoro di tesi vengono discussi alcuni aspetti relativi
alla formulazione teorica, alla modellazione numerica e alle applicazioni di travi a
parete sottile, ed in special modo dei profili in acciaio formati a freddo, nell’ambito
della GBT. In particolare, con riferimento agli aspetti di formulazione teorica, viene
presentata una riscrittura della cinematica GBT che introduce in forma originale la
deformabilità a taglio della sezione. La nuova formulazione, che conserva il formato
della GBT classica e introduce la deformabilità tagliante lungo lo spessore della pa-
rete oltre che lungo la linea media della sezione, garantisce la piena coerenza tra le
deformazioni flessionali e taglianti della trave [56]. Si mostra poi come tale riscrit-
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tura consenta in maniera agevole di ricondursi alle teorie classiche di trave, anche
deformabili a taglio. Infine, viene presentata una procedura di ricostruzione del regi-
me tensionale tridimensionale in grado recuperare la parte reattiva delle componenti
di sforzo dovuta al vincolamento interno proprio del modello a cinematica ridotta
[57]-[58]. Con riferimento alla modellazione numerica e alle applicazioni, viene svi-
luppato e validato un elemento finito di trave GBT, basato su un approccio di tipo
compatibile ed impiegato per mettere a punto un modello strutturale definito ”roof
model” (RM) dedicato alla progettazione di sistemi di copertura formati a freddo.
Infine, viene proposto un approccio progettuale dedicato ai profili in classe 4, definito
ESA (Embedded Stability Analysis), in grado di svolgere le verifiche coerentemente
con quanto prescritto dalle normative vigenti superandone alcune limitazioni.
La tesi è organizzata in sei capitoli.
Nel primo capitolo viene esposta una introduzione generale sui profili formati a fred-
do e vengono riassunti gli approcci consolidati e disponibili per la loro progettazione.
Nel secondo capitolo viene presentata la nuova formulazione della GBT. Nel terzo
capitolo si mostra come, a partire dalla formulazione proposta, sia possibile recupe-
rare completamente le teorie classiche di trave, anche con deformabilità tagliante.
Nel quarto capitolo viene presentato e validato un elemento finito GBT. Inoltre, nel-
lo stesso capitolo, viene anche presentata la procedura dedicata alla ricostruzione
dello stato tensionale tridimensionale. Nel quinto capitolo viene presentato l’ap-
proccio RM e sono confrontati una serie di sistemi di copertura progettati secondo i
differenti approcci disponibili. Infine nel sesto capito 6 viene proposta la procedura
ESA.
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Capitolo 1

Profili formati a freddo

Abstract

In this chapter, steel cold manufactured structural elements, known in literature
as cold formed members, are presented. The main peculiarities these members ex-
hibit are briefly described while paying special attention to instability phenomena.
In the second part of this chapter the standard approaches to design of cold for-
med members, available in both the American AISI code and the EuroCode, are
described.

Sommario

In questo capitolo vengono presentati gli elementi in acciaio formati a freddo im-
piegati per uso strutturale, noti in letteratura come cold formed members. Sono
messe in evidenza le principali peculiarità che caratterizzano tali prodotti dedicando
particolare attenzione ai fenomeni di instabilità.
Nella seconda parte del capitolo sono descritti gli approcci progettuali disponibili
nelle norme americane AISI e negli Eurocodici dedicati alla progettazione di elementi
e sistemi strutturali realizzati con elementi in acciaio sagomati a freddo.
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14 Capitolo 1. Profili formati a freddo

1.1 Profili formati a freddo

I primi utilizzi dei profili in acciaio sagomati a freddo nelle costruzioni risalgono al
1850, negli Stati Uniti e in Gran Bretagna, anche se la loro diffusione rimase molto
limitata fino al 1940.
Nel 1939, infatti l’ AISI - American Iron Steel Institute - sponsorizzò la ricerca in
tale settore presso la Cornell University sotto la direzione di George Winter, il qua-
le portò alla pubblicazione, nel 1946, della prima edizione delle ”Specifications for
the Design of Cold- Formed Steel Structural Members” e al successivo sviluppo dei
sagomati a freddo.
Sul versante europeo, agli inizi degli anni 80, l’European Convention for Construc-
tural Steelwork, pubblicò: ”Good practice in steel cladding and roofing”, nel quale
erano invece contenute le prescrizioni comunitarie per l’impiego di pannelli di co-
pertura e di rivestimento in acciaio formati a freddo.
Da allora, i progressi conoscitivi derivanti dalla esponenziale diffusione delle appli-
cazioni di profili sottili accompagnata dall’ intensa attività della ricerca scientifica,
hanno portato e contribuiscono tuttora ad un continuo aggiornamento del settore.
Correntemente i profilati formati a freddo sono prodotti in barre (fig. 1.1), lastre
(fig. 1.2) e pannelli sandwich.

Figura 1.1: Sezioni tipici di profili formati a freddo

Realizzati con le geometrie più svariate, sono caratterizzati da uno spessore ridot-
to e sono largamente impiegati nelle più comuni strutture in carpenteria pesante
come tipici componenti strutturali (arcarecci e travi di attacco dei tamponamenti
Fig. 1.3), ma anche come sistemi portanti per esempio di scaffalature metalliche
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Figura 1.2: Profili tipici di lamiere formate a freddo

utilizzate per lo stoccaggio delle merci (Fig. 1.4) oppure come elementi di siste-
mi modulari per l’edilizia residenziale (Fig. 1.5) o anche per soluzioni abitative di
emergenza.

Figura 1.3: Coperture realizzate con profili cold-formed

1.1.1 Processo produttivo

Le diverse sezioni degli elementi formati a freddo possono essere ottenute sostan-
zialmente attraverso due diverse filosofie produttive: una di produzione continua,
detta cold rolling (Fig. 1.6), altre di produzione discontinua definite correntemente
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Figura 1.4: Scaffalature industriali

Figura 1.5: Struttura per edilizia residenziale interamente realizzata con profili cold
formed
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di press braking o folding.
La prima tipologia, generalmente usata per la produzione di barre e lastre corru-
gate, consente di ottenere la sezione finale desiderata, attraverso una operazione
di piegatura continua esercitata da coppie di rulli posti in successione. Di solito a
una delle estremità è posta una macchina tagliatrice che trancia l’elemento alla lun-
ghezza richiesta, in modo da non arrestare la produzione, consentendo una notevole
precisione dimensionale e possibilità di sagomare lamiere già verniciate o rivestite.
Le macchine press braking anche dette pressatrici sono invece composte da una par-
te fissa e da una parte mobile sulla quale si applicano stampi della forma desiderata.
Mediante un processo di pressatura si ottiene quindi la sezione desiderata. Questa
tecnica è da preferire alla precedente, nei casi di piccole serie con lunghezze inferiori
ai 6 m o per sezioni trasversali aventi semplice configurazione.
Riassumendo la scelta della metodologia produttiva, econmicamente più vantaggiosa
è legata alla complessità del profilo e la quantità da produrre.

Figura 1.6: Principio di funzionamento di una macchina cold-rolling

Tesi di Dottorato R. Miletta



18 Capitolo 1. Profili formati a freddo

1.1.2 Fenomeni di instabilità

Problemi particolarmente rilevanti nel comportamento dei profili in parete sottile
formati a freddo, sono rappresentati, dalla bassa rigidezza torsionale, (in funzione
del fatto che questa è proporzionale al cubo dello spessore e che in molti casi peggiori
a causa della scelta di sezioni aperte e prive di assi di simmetria); dalla ridotta
resistenza al rifollamento nei collegamenti bullonati; dalla corrosione, (pericolo però
facilmente superabile con opportuni trattamenti della superficie es. zincatura) e
dai fenomeni di instabilità, che possono presentarsi in forme diversificate, rispetto
a quanto avviene per i profili a sezione compatta. Relativamente a quest’ultimo
aspetto, infatti, questi profili oltre a manifestare fenomeni di instabilità globale
o Euleriana, (esempio di tipo flessionale o flesso-torsionale) sono spesso soggetti
a fenomeni di instabilità localizzata (Fig. 1.7-1.8-1.9), definiti correntemente in
letteratura come instabilità di tipo locale o distorsionale.

In via del tutto teorica, considerando una sezione in parete sottile come un

Figura 1.7: Esempio instabilità localizzate

assemblaggio di piastre, si definiscono correntemente in letteratura:

� instabilità globali, forme che interessano il profilo per l’intera lunghezza e tali
per cui le sezioni si mantengono indeformate nel proprio piano (fig. 1.10-a);

� instabilità locali, forme per le quali si verificano deformazioni che posso inte-
ressare il profilo in corrispondenza di zone concentrate e che spesso prevedono
imbozzamenti locali delle pareti della sezione (fig. 1.10-b);
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Figura 1.8: Esempio instabilità localizzate

� instabilità con distorsione di sezione, in cui invece, per tratti più o meno estesi
del profilo, la sezione trasversale non si mantiene rigida nel proprio piano. (fig.
1.10-c).

Appare chiaro che riconoscere su casi reali tali fenomeni in maniera chiara e disgiunta
non è sempre possibile, in ragione della reciproca interazione che tali fenomeni hanno
sul comportamento globale del profilo. Tale aspetto è fortemente accentuato nei
casi in cui si verificano fenomeni di instabilità locale con distorsione di sezione. Tale
peculiarità è rilevante nella valutazione del comportamento strutturale dei profili
formati a freddo, in quanto rispetto a quanto avviene per le sezioni compatte,
forme di instabilità locali o che prevedono distorsione di sezione possono manifestarsi
precocemente rispetto a forme di instabilità globali.

1.2 Progettazione di profili formati a freddo

La progettazione di elementi formati a freddo, seppur molto spesso usati anche in
sistemi strutturali molto semplici, come per esempio le coperture, non è immediata
ed agevole in quanto è necessario tenere in considerazione le problematiche sopra
descritte. A tal proposito si riscontra infatti che nel corso degli anni sono stati e
sono tuttora molti gli approcci proposti dai gruppi di ricerca che lavorano in tale
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Figura 1.9: Esempio instabilità localizzate

ambito. Facendo una rapida rassegna degli approcci oggi disponibili, dedicati allo
studio dei profili in parete sottile in acciaio, possono essere distinte quattro cate-
gorie principali [22]: i cosidetti metodi analitici, i metodi semi-analitici, i metodi
semi-empirici e gli approcci numerici.
In particolare, i metodi analitici si basano su analisi asintotiche o perturbative del
comportamento post critico dei profili e sono generalmente impiegati esclusivamen-
te per applicazioni teoriche e di ricerca.
Nei metodi semi-analitici invece, il carico critico relativo al buckling locale è de-
terminato a partire dalla teoria delle piastre e mediante equazioni non lineari viene
descritto il comportamento della trave.
I metodi semi-empirici invece si basano sull’idea di tenere in conto i fenomeni di
instabilità che possono caratterizzare il comportamento del profilo, attraverso una
riduzione delle caratteristiche geometriche della sezione del profilo stesso, secondo
il cosidetto ”Effective Width Method”. Tale approccio comunemente noto come
metodo delle ”larghezze efficaci” è attualmente codificato nelle normative europee
e quindi nelle norme nazionali [2][6].
Infine sono impiegati correntemente anche approcci numerici. Questi, si basano
su modellazioni agli elementi finiti (FEM) oppure su modellazioni alle strisce finite
(FSM). Tali approcci, prevedono attraverso analisi di buckling lineri o non lineari
di determinare il carico critico dell’elemento o del sistema strutturale. La norma
americana [7] consente di impiegare tale approccio.
I principali enti Normativi, su scala comunitaria la Commissione Eurocodice e in am-
bito anglosassone l’American Iron Steel Institute, sono oggi un punto di riferimento
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ticale sulla sezione non è infatti costante, a 

causa della rotazione media della sezione 

trasversale e della sua distorsione.

c) E’ possibile formalmente condurre la 

verifica di resistenza sulla sezione, determi-

nandone le proprietà efficaci secondo [1]. 

Non è necessario considerare lo spessore 

ridotto per tenere conto della instabilità 

distorsionale, essendo quest’ultima già in-

clusa nel modello strutturale. Le caratteri-

stiche di sollecitazione da usarsi per la ve-

rifica (momenti flettenti, bimomenti,  tagli 

e bitagli) sono fornite dal modello: questa 

procedura riporta le verifiche in una for-

ma senz’altro familiare a tutti gli ingegneri 

strutturisti. 

In alternativa, in maniera ancora più sem-

plice, è possibile condurre la verifica di re-

sistenza in termini di confronto tra la ten-

sione di progetto e quella resistente del 

materiale:

ƒ
Ed

 = σ
VM

 <  ƒ
Rd

dove con σ
VM

 si è indicata la tensione se-

condo Von Mises.

Tale semplice verifica è possibile perché il 

modello strutturale alla base dell’approc-

cio RM è in grado di cogliere in maniera 

opportuna  tutti i fenomeni rilevanti di in-

stabilità: non solo quella globale e quella 

distorsionale, ma anche l’ instabilità locale 

è inclusa nel modello e non richiede quindi 

la definizione di alcuna proprietà efficace 

della sezione per essere considerata  in ma-

niera convenzionale.

d) Non è necessaria alcuna verifica di sta-

bilità, poiché la verifica di resistenza effet-

tuata al passo precedente è già sufficiente, 

purché l’analisi RM sia stata condotta con 

una opportuna imperfezione iniziale.

e), f ) Le forze di progetto necessarie per 

le verifiche dei ritegni all’appoggio e dei 

connettori arcareccio-pannello sono già 

calcolate e fornite contestualmente alla so-

luzione del modello di trave. Tali forze sono 

ricavate elaborando le reazioni vincolari nei 

ritegni elastici equivalenti e possono essere 

espresse attraverso i seguenti parametri:

a) b) c)

Fig. 7 – Instabilità globale (a), locale (b) e 
distorsionale (c) di un profilo a C [6]

• r
s
 è la forza di taglio assorbita dalle viti per 

unità di lunghezza dell’arcareccio (vedi fi-

gura 5.b);

• R è il rapporto adimensionale tra la forza 

di ancoraggio totale Rd e il carico totale ap-

plicato P. Il carico totale P è l’integrale del 

carico distribuito applicato all’arcareccio, 

R
d
 è la somma delle reazioni R

2
 applicate ai 

vari appoggi (vedi figura 5.a).

3. LA TEORIA DI TRAVE 

GENERALIZZATA GBT

Non è negli scopi di questo lavoro fornire 

una descrizione dettagliata della GBT, ma si 

intende qui solo tratteggiarne le principali 

caratteristiche, utili nel contesto in esame. 

Si rimanda ai lavori ([4],[6]) per una tratta-

zione completa dell’argomento. Così come 

i progettisti di elementi inflessi di tipo “hot 

rolled” possono utilizzare la teoria di Vlasov 

per calcolare il carico critico flesso-torsiona-

le nelle verifiche di svergolamento, così, in 

modo assolutamente analogo, i progettisti 

di profili cold-formed possono utilmente 

trarre vantaggio dalla GBT per stimare il ca-

rico critico euleriano della membratura in 

una data condizione di carico.

La GBT infatti rimuovendo l’ipotesi di con-

servazione delle sezioni piane e di inde-

formabilità a taglio delle pareti nel piano 

della sezione, consente di cogliere “diversi” 

fenomeni di instabilità del profilo , a diverse 

lunghezze d’onda.

In particolare si possono distinguere im-

bozzamenti locali (figura 7.b), che si verifi-

cano per lunghezze d’onda pari od inferiori 

alla dimensione caratteristica della sezione 

trasversale, che a causa dell’instabilità del-

le pareti è solo parzialmente reagente. Per 

lunghezze d’onda pari o superiori alla di-

mensione della sezione trasversale (figura 

7.c) si verificano invece fenomeni di insta-

bilità distorsionale; mentre per lunghez-

ze d’onda maggiori (figura 7.a) si assiste a 

fenomeni di instabilità globale classica, si-

mili all’instabilità flesso torsionale dei profili 

hot-rolled, che si coglie analogamente con 

la teoria di Vlasov.

La teoria di trave generalizzata, grazie alla 

sua formulazione teorica, permette non 

solo di simulare i fenomeni sopra descrit-

ti, in maniera unitaria, in una forma relati-

vamente semplice, ma di fatto costituisce 

anche lo strumento con il quale nella mag-

gior parte della letteratura corrente sono 

definite in modo rigoroso le tipologie di 

instabilità appena descritte.

Per poter cogliere tutti questi aspetti in un 

unico contesto formale la GBT associa ad 

una data sezione trasversale un dato nu-

mero di modi. Ciascun modo è costituito 

da un campo di spostamenti nel piano del-

la sezione e da un corrispondente campo 

di spostamenti fuori piano ad essi associati. 

In figura 8 alcuni modi della sezione tra-

sversale sono rappresentati mediante cop-

pie di figure: la figura a sinistra rappresenta 

per ciascun modo lo spostamento fuori 

piano, mentre la parte destra rappresenta 

gli spostamenti nel piano. E’ possibile rico-

noscere in particolare:

• modo 1 – l’ estensione dell’asta,

• modo 2 - la flessione intorno all’asse forte,

• modo 3 - la flessione intorno all’asse de-

bole,

• modo 4 - la torsione (la figura a sinistra 

rappresenta il doppio dell’area settoriale, 

funzione associata allo spostamento fuori 

piano di sezioni in parete sottile quando la 

derivata della rotazione torsionale è non 

nulla),

• modi 5 e 6 - distorsioni della sezione tra-

sversale non riconducibili a nessuna teoria 

di trave già nota, ma determinati in manie-

ra automatica dalla GBT in funzione della 

geometria della sezione trasversale.
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Figura 1.10: Tipologie di instabilità

importante, non solo nelle rispettive aree di competenze, ma a livello globale, relati-
vamente alla progettazione di profili cold formed. Di seguito saranno quindi presi in
rassegna e meglio descritti i metodi precedentemente menzionati e disponibili nelle
normative [2]-[7].

1.2.1 Normativa europea

La procedura di progettazione proposta dagli Eurocodici [2]-[5] si basa su un pro-
cedimento iterativo definito Effective Width Method (EWM). Come già detto, tale
approccio, noto in ambito nazionale come metodo delle larghezze efficaci è un ap-
proccio di tipo semi empirico. In particolare, consiste nel considerare la perdita
di efficacia di porzioni di pareti compresse che compongono la sezione trasversa-
le dell’elemento in esame. Pertanto in fase di verifica, non vengono utilizzate le
caratteristiche cosiddette lorde della sezione, ma delle caratteristiche geometriche
ridotte, dette appunto efficaci.
Considerando la generica parete piana di larghezza b e spessore t, soggetta a com-
pressione uniforme, questa raggiunge la crisi con una distribuzione di tensioni non
uniformi, qualitativamente simile a quella riportata in Fig. 1.11, caratterizzata da
valori massimi in corrispondenza delle sezioni di estremità e minimi nelle zone di
maggiore distanza da queste. Tale distribuzione può essere approssimabile o con
una distribuzione di tensioni costanti pari a σav, oppure definendo una larghezza ef-
ficace beff , tale per cui la parete in esame raggiunge la crisi per il valore di tensione
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massimo rilevato agli estremi. In tal caso quindi, una parte di sezione si considera
efficace, mentre una parte non viene considerata. Le regole di dimensionamento

 

b 

σav 

fy fy fy 

beff 

2 2 

beff 

Figura 1.11: (a) Tensioni di compressione a collasso nella lastra industriale; (b)
modello di calcolo

per i profili in parete sottile sviluppate prima da Von Kàrmàn (1932) [17] e succes-
sivamente da Winter [18] fanno riferimento al concetto di larghezza efficace beff
piuttosto che a quello di tensione media σav e ciò è dovuto alla maggiore praticità
del primo approccio rispetto al secondo.
In particolare definita la snellezza λ̄p , relativa della generica parete compressa,
attraverso la seguente espressione:

λ̄p = 1.052
b

t

√
fy

Ekσ
(1.1)

in cui fy è la tensione di snervamento del materiale, E è il modulo elastico e kσ è un
coefficiente tabellato che dipende dalle condizioni di vincolo e dalle distribuzioni di
tensioni, tali autori giunsero a definire le curve riportate in Fig. 1.12. In tale grafico
σL rappresenta la massima tensione a cui il piatto può essere sottoposto prima che
lo stesso si instabilizzi. In particolare l’approccio proposto da Von Kàrmàn è basato
sull’ipotesi di lastra priva di imperfezioni. Tali difetti modificano sensibilmente la
risposta strutturale, soprattutto in campo post-critico. Nel 1947, è stata pertanto
proposta da Winter una espressione, che sulla base di studi sperimentali, fornisce
l’espressione per la valutazione della larghezza efficace che tiene in conto della
presenza di imperfezioni.

Gli Eurocodici consentono di impiegare tale approccio, basato sulle larghezze
efficaci, per la progettazione dei profili in classe 4. In particolare, l’area effettiva dei
segmenti piani che compongono la sezione, chiamata Ac,eff , è definita al punto 4.4
della EN 1993-1-5, pari al prodotto dell’area lorda della componente sezionale per
un coefficiente di riduzione ρ minore di 1, come di seguito riportato:

Ac,eff = ρAc (1.2)

Tesi di Dottorato R. Miletta



Capitolo 1. Profili formati a freddo 23 

0 
0 

0.2 

0.4 

0.6 

0.8 

1 

0.4 0.8 1.2 1.6 2 2.4 2.8 

             Appr. Von Kàrmàn 

            Appr. Winter 

λp 

σ L 

f y 

Figura 1.12: Relazione tra la tensione limite adimensionalizzata e la snellezza del
piatto

La larghezza efficace della singola parete compressa beff , che costituisce la sezio-
ne trasversale, viene quindi calcolata a partire dalla sua dimensione nominale bp,
mediante la seguente relazione:

beff = ρbp (1.3)

Il primo passo per la determinazione della lunghezza efficace della parete considerata
è relativo alla modellazione dell’elemento stesso e delle sue condizioni di vincolo.
In particolare, la norma fornisce un’ampia casistica riportata in Fig. 1.13, in cui si
distinguono (non considerando i casi di irrigidimenti interni sulle pareti) elementi
vincolati ad un estremo oppure ad entrambi. Definito quindi il modello, introdotto

il materiale acciaio (E=210.000 MPa) e il coefficiente ε =
√

235
fy

, la snellezza del

piatto viene calcolata mediante la seguente relazione:

λ̄p =
b/t

28.4ε
√
kσ

(1.4)

in cui il coefficiente di imbozzamento kσ viene ricavato sulla base delle indicazioni
delle Figs. 1.14-1.15.
Il termine ρ viene quindi ottenuto, nel caso di componente vincolata ai due estremi
mediante le seguenti relazioni:

ρ = 1 se λ̄p ≤ 0.5 +
√

0.085 − 0.055ψ (1.5)

ρ = λ̄p − 0.055(3 + ψ)
λ̄2
p

≤ 1 se λ̄p > 0.5 −
√

0.085 − 0.055ψ (1.6)
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Figura 1.13: Modellazione delle pareti di una sezione trasversale

dove (3 + ψ) ≥ 0. Il parametro ψ dipende dalla distribuzione di tensioni agenti
sull’elemento considerato come mostrato in Figs. 1.14-1.15.
Nel caso di elemento vincolato ad un solo estremo, ρ dipende solo da λ̄p ed è
valutato secondo le relazioni riportate di seguito:

ρ = 1 (1.7)

se λ̄p ≤ 0.748

ρ = λ̄p − 0.188

λ̄2
p

≤ 1 (1.8)

se λ̄p > 0.748. La procedura fin qui descritta è una procedura iterativa di cui in
Fig. 1.16 sono state riassunte le principali fasi, necessarie alla determinazione delle
quantità efficaci da impiegare in fase di verifica di un profilo di classe 4 secondo
quanto prescritto dall’EWM per tenere in conto dell’instabilità locale. Nel caso di
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Table 6.2. Determination of kσ for internal compression elements (Table 4.1 of EN 1993-1-5)

Stress distribution (compression positive) Effectivep width beff

ψ = 1:

beff = ρb

be1 = 0.5beff be2 = 0.5beff

1 > ψ > 0:

beff = ρb

be1 = 2
5 − ψ

beff be2 = beff – be1

ψ < 0:

beff = ρbc = ρb/(1 – ψ)

be1 = 0.4beff be2 = 0.6beff

ψ = σ2 /σ1 1 1 > ψ > 0 0 0 > ψ > –1 –1 –1 > ψ > –3

Buckling factor kσ 4.0 8.2/(1.05 + ψ)    7.8        7.81 – 6.29ψ + 9.78ψ2         23.9     5.98(1 – ψ)2

s1 s2

be1 be2

b

b

s1 s2

be1 be2

s1

s2be1

bc bt

be2

b

Table 6.3. Determination of kσ for outstand compression elements (Table 4.2 of EN 1993-1-5)

Stress distribution (compression positive) Effectivep width beff

1 > ψ > 0:

beff = ρc

ψ < 0:

beff = ρbc = ρc/(1 – ψ)

ψ = σ2 /σ1 1 0 –1 1 > ψ > –3

Buckling factor kσ 0.43 0.57              0.85               0.57 – 0.21ψ + 0.07ψ2

1 > ψ 0:

beff = ρc

ψ < 0:

beff = ρbc = ρc/(1 – ψ)

ψ = σ2 /σ1 1 1 > ψ > 0 0 0 > ψ > –1 –1

Buckling factor kσ 0.43 0.578/(ψ + 0.34)             1.70           1.7 – 5ψ + 17.1ψ2                 23.8

beff

c

s2

s1

beff

bt bc

s2

s1

beff

c

s1 s2

s1

s2

beff

bc bt

50
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Figura 1.14: Piatto interno compresso

profili compressi, inflessi o presso-inflessi aventi sezioni trasversali interessate dall’in-
stabilità distorsionale, tipicamente profili aperti con irrigidimenti, la determinazione
delle caratteristiche efficaci secondo quanto previsto dagli Eurocodici risulta più ar-
ticolata. In particolare le norme consentono di svolgere analisi numeriche oppure
di impiegare una procedura semplificata limitatamente a certe tipologie di sezione.
Nel caso di compressione uniforme, la procedura semplificata per il calcolo delle
larghezze efficaci viene integrata sulla base dei seguenti passaggi:

� identificazione delle zone interessate da instabilità distorsionale e determina-
zione dello spessore equivalente ridotto di tali zone;

� determinazione delle caratteristiche geometriche efficaci della sezione penaliz-
zata per instabilità locale e distorsionale.

Con riferimento alla Fig. 1.17 si rileva come una parete possa essere dotata di un
singolo (Fig. 1.17.a) oppure doppio (Fig. 1.17.b) irrigidimento. La quantificazione
degli effetti legati all’instabilità distorsionale, dovuta alla presenza di irrigidimenti
al bordo, viene basata su un modello di calcolo nel quale l’elemento di interesse ha
un vincolo di parziale continuità, con rigidezza elastica dipendente dalle condizioni
al contorno e dalla rigidità degli elementi piani adiacenti (Fig. 1.18).
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Table 6.2. Determination of kσ for internal compression elements (Table 4.1 of EN 1993-1-5)

Stress distribution (compression positive) Effectivep width beff

ψ = 1:

beff = ρb

be1 = 0.5beff be2 = 0.5beff

1 > ψ > 0:

beff = ρb

be1 = 2
5 − ψ

beff be2 = beff – be1

ψ < 0:

beff = ρbc = ρb/(1 – ψ)

be1 = 0.4beff be2 = 0.6beff

ψ = σ2 /σ1 1 1 > ψ > 0 0 0 > ψ > –1 –1 –1 > ψ > –3

Buckling factor kσ 4.0 8.2/(1.05 + ψ)    7.8        7.81 – 6.29ψ + 9.78ψ2         23.9     5.98(1 – ψ)2

s1 s2

be1 be2

b

b

s1 s2

be1 be2

s1

s2be1

bc bt

be2

b

Table 6.3. Determination of kσ for outstand compression elements (Table 4.2 of EN 1993-1-5)

Stress distribution (compression positive) Effectivep width beff

1 > ψ > 0:

beff = ρc

ψ < 0:

beff = ρbc = ρc/(1 – ψ)

ψ = σ2 /σ1 1 0 –1 1 > ψ > –3

Buckling factor kσ 0.43 0.57              0.85               0.57 – 0.21ψ + 0.07ψ2

1 > ψ 0:

beff = ρc

ψ < 0:

beff = ρbc = ρc/(1 – ψ)

ψ = σ2 /σ1 1 1 > ψ > 0 0 0 > ψ > –1 –1

Buckling factor kσ 0.43 0.578/(ψ + 0.34)             1.70           1.7 – 5ψ + 17.1ψ2                 23.8

beff

c

s2

s1

beff

bt bc

s2

s1

beff

c

s1 s2

s1

s2

beff

bc bt
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Figura 1.15: Piatto esterno compresso

Da un punto di vista operativo la procedura per calcolare una sezione efficace che
tenga conto anche dell’instabilità distorsionale si sviluppa in 3 fasi.

La prima, prevede di calcolare le caratteristiche efficaci a partire dalla sezione lorda
soggetta a sola instabilità locale, assumendo come mostrato in Fig. 1.17 che gli
irrigidimenti agiscano come punti nodali. La determinazione delle larghezze effettive
iniziali (be1 e be2) per le componenti della sezione vincolate agli estremi può essere
quindi eseguita seguendo le prescrizioni della EN 1993-1-5. I valori iniziali delle
larghezze effettive per componenti vincolate ad un solo estremo vengono calcolate
come per l’instabilità locale. Nel caso di irrigidimento con singola piega, la larghez-
za efficace dell’irrigidimento definita ceff (Fig. 1.17) viene calcolato impiegando il
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Figura 5 - Significato del coefficiente  : a) flessione semplice, b) compressione, c) pressoflessione.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Sezioni soggette ad instabilità locale e distorsionale 

Nel caso in cui la sezione abbia una forma C o Z, l’Eurocodice 3 propone una procedura per cautelarsi 

contro l’instabilità distorsionale. Nota la sezione efficace calcolata con il metodo delle larghezze efficaci, si 

individuano le zone interessate da instabilità distorsionale e si determina, eventualmente anche per via 

iterativa, lo spessore equivalente ridotto di tali zone. La quantificazione degli effetti legati all’instabilità 

distorsionale si basa su un modello di calcolo nel quale l’elemento di interesse ha un vincolo parziale di 

continuità con rigidezza elastica dipendente dalle condizioni al contorno e dalla rigidità flessionale degli 

elementi adiacenti (fig. 7). L’iterazione, in questo caso opzionale, presenta come parametro di convergenza 

il valore di    (coefficiente riduttivo di instabilità distorsionale). 
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Figura 6 – Principali operazioni per l’instabilità locale 
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Figura 1.16: - Schema delle operazioni legate all’instabilità locale
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for 0.35 £ bp, c/bp £ 0.60 (D13.5)

(b) For a double-fold edge stiffener, ceff should be obtained by taking kσ as that for a doubly
supported element, and deff should be obtained by taking kσ as that for an outstand
element; both values of kσ are defined in EN 1993-1-5 and in Tables 6.2 and 6.3 of this
guide.

Step 2
In the second step, the initial edge or intermediate stiffener section is considered in
isolation. The flexural buckling reduction factor of this section (allowing for the linear spring
restraint) is then calculated, on the assumption that flexural buckling of the stiffener section
represents distortional buckling of the full stiffened element.

The elastic critical buckling stress for the stiffener section is calculated using

(D13.6)

where

K is the linear spring stiffness, discussed in Section 13.6.3 of this guide
Is is the second moment of area of the effective stiffener section about its centroidal

axis a–a
As is the cross-sectional area of the effective stiffener section.

The reduction factor χd may hence be obtained using the non-dimensional slenderness λd

through the expressions given in equations (D13.7)–(D13.9):

χd = 1.0 for λd £ 0.65   (D13.7)

χd = 1.47 – 0.723λd for 0.65 < λd < 1.38   (D13.8)

χd = 0.66/λd for λd ≥ 1.38   (D13.9)

where

Based on the reduction factor χd, a reduced area for the effective stiffener section is
calculated. The reduced area is calculated from

but As, red £ As (D13.10)
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Figura 1.17: - Irrigidimenti come punti nodali, geometria

coefficiente di imbozzamento kσ di seguito riportato:

kσ = 0.5 per bp,c ≤ 0.35 (1.9)

kσ = 0.5 + 0.83 3
√

[(bp,c/bp) − 0.35]2 per 0.35 ≤ bp,c/bp ≤ 0.6 (1.10)

Nel caso di un irrigidimento con due pieghe, ceff può essere ricavato calcolando kσ
come un elemento doppiamente vincolato, mentre la quantità deff che rappresenta
la lunghezza efficace del secondo irrigidimento (Fig. 1.17) si può ricavare calcolando
kσ come componente vincolata ad un solo estremo.

Nella fase due si considera l’irrigidimento isolato dal resto della sezione. Il fattore
di riduzione di questa sotto-sezione è calcolato considerando che l’instabilità fles-
sionale della sezione dell’irrigidimento rappresenti l’instabilità distorsionale di tutto
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Figura 5 – Vincolo parziale di continuità 

Calcolato lo spessore equivalente, si ricavano le caratteristiche geometriche efficaci della sezione 

penalizzata per instabilità locale e distorsionale. La figura 8 riassume i passaggi appena descritti. 

 

 

Figura 6 – Principali operazioni per l’instabilità distorsionale 

Sezione efficace 

calcolata con 

sola instabilità 

locale

Per ogni irrigidimento di 

determina:

- Caratt. Geometriche efficaci

- Rigidezza elastica K

- Tensione critica σcr

- Coeff. Riduttivo instabilità 

distorsionale χd,n

Calcolo dello 

spessore ridotto 

degli irrigidimenti 

che valuta gli effetti 

della instabilità 

distorsionale

Procedura 

iterativa

NO

SI
(opzionale)

χd,n ≈ χd,n-1

?NO
(nuova iterazione n=n+1)

SI

Figura 1.18: - Modello adottato per lo studio dell’instabilità distorsionale

l’elemento irrigidito. La tensione critica elastica è calcolata mediante la formula
seguente:

σcr =
2
√
KEIs
As

(1.11)

dove:
K è la rigidezza della molla opportunamente valutata (Fig. 1.17)
Is è il momento d’inerzia della sezione effettiva dell’irrigidimento rispetto alla retta
passante per il baricentro a-a
As è l’area effettiva della sezione dell’irrigidimento
Il fattore di riduzione χd può essere calcolato utilizzando la snellezza adimensionale
λ̄d tramite le seguenti espressioni:

χd = 1 per λ̄d ≤ 0.65

χd = 1.47 − 0.723λ̄d per 0.65 < λ̄d < 1.38

χd = 0.66/λ̄d per λ̄d ≥ 1.38

(1.12)

dove
λ̄d =

√
fyb/σcr,s (1.13)
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Si calcola quindi l’area della sezione di irrigidimento effettiva dato il valore del fattore
di riduzione χd tramite l’espressione seguente:

As,red = χdAs
fyb/γM0

σcom,Ed
con As,red ≤ As (1.14)

in cui σcom,Ed è la tensione di compressione applicata.
Nella determinazione delle proprietà della sezione efficace, l’area ridotta As,red do-
vrebbe rappresentarsi utilizzando lo spessore ridotto (Fig. 1.19) per tutti gli elementi
inclusi in As:

tred = tAs,red/As (1.15)

 

PROCEDURA SEMPLIFICATA AMMESSA  DAGLI EUROCODICI: L’EFFECTIVE WIDTH METHOD 

Uno degli aspetti fondamentali nello studio dell’instabilità distorsionale secondo la procedura semplificata 

dell’Eurocodice 3 è il calcolo delle caratteristiche geometriche efficaci della sezione. Tali caratteristiche 

sono ricavate mediante l’applicazione dell’Effective Width Method. Il calcolo della sezione efficace avviene 

in due fasi: calcolo della larghezza effettiva degli elementi che compongono la sezione, calcolo dello 

spessore ridotto degli irrigidimenti.  

- Calcolo della larghezza effettiva.  

L’idea fondamentale alla base del metodo, strettamente legato alla teoria di instabilità delle piastre 

[4], è la perdita di efficacia dei pannelli che compongono la sezione. Si ipotizza di scomporre la 

sezione in pannelli e di studiarli separatamente. Considerando solo i pannelli compressi, in seguito 

al raggiungimento dell’instabilità, essi presentano un andamento non lineare delle tensioni di 

compressione il quale viene approssimato con una distribuzione costante applicata solo su una 

parte della sezione reale (figura 5). Una parte della sezione non viene considerata efficace. In 

seguito alla variazione delle caratteristiche della sezione si innesca una procedura iterativa. 

                       

Figura 5 – Sezione efficace determinata per una sezione a C mediante EWM. 

- Calcolo dello spessore ridotto degli irrigidimenti.  

Nota la sezione efficace, si individuano le zone di irrigidimento della sezione e si determina, 

eventualmente anche per via iterativa, lo spessore equivalente ridotto di tali zone (fig. 6). La 

quantificazione degli effetti legati all’instabilità distorsionale si basa su un modello di calcolo nel 

quale l’elemento di interesse ha un vincolo parziale di continuità con rigidezza elastica dipendente 

dalle condizioni al contorno e dalla rigidità flessionale degli elementi adiacenti (fig. 6) [9].  

 

Figura 6 – Irrigidimenti con spessore ridotto e vincolo parziale di continuità. 

fy
fy

=
fy

fy

Zone di irrigidimento con

spessore ridotto

Figura 1.19: - Sezione efficace considerando l’instabilità distorsionale

Una procedura iterativa consente di approssimare accuratamente il valore del coef-
ficiente di riduzione per l’instabilità dell’irrigidimento. In particolare sulla base del
termine χd (denominato χd,n in cui il pedice n individua il numero dell’iterazione)
si ipotizza una nuova distribuzione di tensione e si procede alla conseguente pena-
lizzazione della sezione (in accordo a quanto illustrato nella fase 2) ottenendo un
nuovo valore di χd (denominato χd,n+1). La procedura iterativa termina quando
χd,n ≅ χd,n+1.
Analogamente a quanto mostrato precedentemente in Fig. 1.20, è riportato lo
schema riassuntivo relativo alle fasi necessarie per tenere in conto dell’instabilità di-
storsionale nella verifica di un profifo di classe 4 secondo quanto previsto dall’EWM.
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Figura 1.20: Procedura di calcolo da seguire per il calcolo dell’instabilità
distorsionale
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Osservazioni

Il procedimento descritto rappresenta una delle possibili metodologie desumibili dal-
la norma. In particolare di seguito, si riportano le possibili scelte e le possibili
interpretazioni.

� Contemporaneità delle sollecitazioni. La normativa permette di eseguire il
calcolo dell’area efficace con un’unica analisi considerando agenti contempo-
raneamente le 3 sollecitazioni (N , My, Mz). Il risultato è un’unica forma
sezionale efficace ΘN,My,Mz .

(N,My,Mz)⇒ ΘN,My,Mz (1.16)

Questo procedimento però implica un calcolo iterativo molto complesso. In
alternativa è possibile eseguire 3 analisi differenti, ognuna caratterizzata da
una determinata sollecitazione e forma sezionale efficace:

(N,0,0)→ ΘN

(0,My,0)→ ΘMy

(0,0,Mz)→ ΘMz

(1.17)

� Stato di sollecitazione. Le grandezze geometriche efficaci possono essere cal-
colate con riferimento alla situazione limite in cui è raggiunto il valore mas-
simo di tensione ammesso per la classe di acciaio del profilo. In alternativa
è possibile fare riferimento allo stato tensionale generato dalle azioni inter-
ne effettivamente agenti e pertanto riferirsi alla distribuzione delle tensioni
associate e alla condizione di carico effettivamente agente.

� Iterazione sulla forma sezionale efficace. La normativa consente lo svilup-
po di una procedura iterativa per meglio approssimare la geometria efficace
della sezione. Sulla base del termine χd si ipotizza una nuova distribuzio-
ne di tensione e si procede alla penalizzazione ottenendo un nuovo valore di
χd. La procedura iterativa viene terminata quando χd,n ≅ χd,n+1 (con χd,n
coefficiente riduttivo legato all’instabilità distorsionale al passo n).

� Momento parassita. Dopo il calcolo di una sezione efficace sottoposta a
semplice sforzo normale può variare la posizione del baricentro. L’eccentricità
del nuovo baricentro rispetto alla posizione iniziale di applicazione del carico
genera momenti flettenti parassiti che dovrebbero essere considerati.
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1.2.2 Normativa americana

Le norme americane AISI prescrivono di impiegare, relativamente alla progettazione
di profili in acciaio formati a freddo, il Direct Strength Method (DSM). Il DSM
in particolare, consente di svolgere le analisi di buckling impiegando il Finite Strip
Method (FSM).
Il FSM, o Metodo alle Strisce Finite [14] si basa su un approccio variazionale che
può essere considerato un ibrido tra il metodo di Rayleigh-Ritz e il metodo agli
elementi finiti. L’applicazione del Finite Strip Method, come mostrato in Fig. 1.22,

Figura 1.21: FEM vs. FSM

prevede una discretizzazione in strisce del profilo considerato nella direzione dell’as-
se. In Fig. 1.22 vengono mostrati per la generica striscia, i gradi di libertà, le sue

Conventional Finite Strip Method 

In the finite strip method (FSM) a thin-walled member, such as the lipped 
channel of Figure 1, is discretized into longitudinal strips. The advantage of 
FSM over other methods, such as the finite element method which applies 
discretization in both the longitudinal and transverse direction, is dependent on a 
judicious choice of the shape function for the longitudinal displacement field. In 
Figure 1 a single strip is highlighted, along with the degrees of freedom (DOF) 
for the strip, the dimensions of the strip, and applied edge tractions (loads).  
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Figure 1 Finite strip discretization, strip DOF, dimensions, and applied edge tractions 

Elastic stiffness matrices 

The vector of general displacement fields: u = [u v w]T is approximated by the 
displacement at the nodes, d, and selected shape functions, N, via 

u = Nd = [Nuv Nw] [duv
T | dwθ

Τ]T

where the nodal displacements in local coordinates are shown in Figure 1 and 
may be explicitly written as d = [u1 v1 u2 v2 | w1 θ1 w2 θ2]T or in partitioned form 
d = [duv

T | dwθ
Τ]T

. For the in-plane, or membrane, displacements u and v linear 
shape functions are employed in the transverse direction, and in the longitudinal 
direction u employs a sin function and v a cos function for displacement: 
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Figura 1.22: - Modello alla base del metodo FSM

dimensioni ed i carichi su questa applicati.
Il FSM prevede che per ogni striscia, assumendo l’ipotesi di stato piano di tensione
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e valida la teoria di piastra alla Kirchhoff, vengano calcolate le matrici di rigidezza
elastica e geometrica (relativa alle deformazioni di ordine superiore) e che vengano
quindi ottenute dopo una opportuna trasformazione dal riferimento locale delle stri-
sce ad un riferimento globale, le matrici di rigidezza elastica Ke e geometrica Kg

globali del sistema. Sia quindi risolto il seguente problema agli autovalori:

(Ke −ΛKg)φ = 0 (1.18)

determinando la matrice diagonale Λ che contiene i valori dei moltiplicatori del ca-
rico critico e la matrice φ che invece consente di descrivere la deformata associata
a ciascun carico critico per il problema considerato. Entrambe le matrici Ke e Kg,
sono funzioni della lunghezza della stringa a, come anche l’ autovalore ed i modi
di buckling. Il problema può essere risolto per più valori di a cos̀ı da costruire una
curva come mostrato in Fig. 1.23. Il valore minimo di tale curva definisce il carico
critico di buckling e la semi-lunghezza d’onda ad esso associata.

Figura 1.23: - Tipica curva di stabilità ottenuta con FSM

In particolare, la procedura appena descritta è valida per elementi semplicemente
appoggiati e liberi di ingobbarsi alle estremità. Ricordando che la stabilità degli
elementi cold-formed può essere distinta in tre classi: globale (G), locale (L) o
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distorsionale (D), un metodo conveniente per la classificazione delle tipologie di
instabilità è rappresentato dallo studio dei valori minimi ottenuti. Tale metodo però
non è di generale applicazione in quanto spesso i valori minimi della curva risultante
non sono presenti oppure possono essere presenti più valori minimi.
Pertanto per avere una classificazione rigorosa basata su precise definizioni mec-
caniche si applica la Constrained Finite Strip Analysis (cFSM). Il concetto su cui
si base tale analisi è quello di vincolare opportunamente classi di modi deformativi
della sezione, al fine di poter calcolare separatamente i contributi alla curva, delle
varie tipologie di buckling G, D, L oppure O (altri modi deformativi) (Fig. 1.24).
Un esempio di applicazione di cFSM è riportato in Fig. 1.25 in cui è presa in esame
una sezione a C uniformemente compressa. Dal confronto tra le soluzioni ottenute
con il cFSM e il FSM si può osservare che:

� la soluzione legata ai modi locali (L) evidenzia una ottima corrispondenza tra
i risultati;

� la soluzione legata ai modi distorsionali (D) ottenuta con il cFSM eviden-
zia una maggiore rigidezza del modello rispetto alla soluzione conventional,
mostrando anche una minore flessione dell’anima (Fig. 1.25);

� la soluzione legata ai modi globali (G) tende ad eguagliarsi all’aumentare della
lunghezza dell’elemento.

Concludendo, il DSM presenta le seguenti limitazioni:

� non ammette la possibilità di inserire condizioni al contorno complesse, come
ad esempio vincoli/ritegni elastici continui lungo la lunghezza della trave o
condizioni al contorno arbitrarie;

� non prevede al momento verifiche con casi combinati di sollecitazione (ad
esempio compressione-flessione, flessione-taglio);

� è applicabile solo per profili che rispettano determinate forme e limiti geome-
trici.
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criterion of Table 1, while columns of R corresponds to individual deformation 
modes For the SSMA 600S200-068, R for the G, D, and L spaces are provided 
graphically in Figure 5. For example, the first four deformations in Figure 5a 
and b provide the warping displacements and transverse displacements for the G 
modes, i.e. 

RG = [G1 G2 G3 G4] 

 

 
G1/O1 G2 G3 G4 D1 D2 

(a) warping displacements of RG and RD 

 
G1/O1 G2 G3 G4 D1 D2 

(b) transverse displacements of RG and RD 

 
L1 L2 L3 L4 L5 L6 L7 L8 

 
L9 L10 L11 L12 L13 L14 L15 L16 

(c) transverse displacements of RL 

 
L1 L2 L3 L4 L5 L6 L7 L8 

(d) transverse displacements of first 8 RLu modes when transformed to unit-member axial modes 

Figure 5 Deformation modes spanning G, D, L for SSMA600S200-068 based on cFSM 
 
An important characteristic of the RG and RD deformations is that the transverse 
displacements are uniquely defined by the warping displacements. For RL 
Figure 5c provides the transverse displacements (note, no warping occurs in the 

Figura 1.24: - Contributi di buckling
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is typically smaller in most lipped channels studied by the authors; but in 
general a difference exists. (Note, this implies a difference between GBT 
distortional mode solutions and conventional FSM solutions as well). The G 
mode curve shows the same tendency as a conventional FSM solution, for long 
members, however the critical loads are somewhat higher. The difference is due 
to the fact that in-plane transverse deformations are fully restricted in G modes, 
as discussed in Ádány and Schafer (2006b). 
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Figure 6 FSM and cFSM solutions for SSMA 600S200-068 

 
Modal identification 

It is desirable to understand how the different buckling classes (G, D, L, and O) 
contribute in a conventional FSM stability solution. Indeed, one long-term goal 
of this research is to provide a classification method that may be used not only 
in FSM but in general purpose FEM as well. Any displaced shape, D, or 
buckling mode, φ, may be transformed into the basis spanned by the buckling 
classes through the use of R, via 

Dr = R-1D  or  φr = R-1φ 

where the coefficients in Dr (or φr) provide the contribution to a given column of 
R, or when summed over columns the contribution in a given class. However, 
the coefficients are dependent on the normalization of the columns of R. A 
definitive normalization scheme has not been finalized. If Ri is the ith column 
vector of R, two normalization schemes are considered here. 
 

Figura 1.25: - Confronto dei risultati conventional-constrained FSM
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La Generalized Beam Theory

Abstract

In this chapter, after a quick description of the conventional GBT, a new Generali-
zed Beam Theory formulation is presented which allows taking shear deformability
into account.
It is worth remembering the Generalized Beam Theory as originally proposed by
Schardt [29][30], assuming Vlasov’s hypothesis as valid, neglects shear deformabi-
lity along the midline of the cross section. Indeed, shear deformability was only
introduced afterwards by means of a method similar to that of early proposed by
Capurso [25][26], which enriches the kinematics by means of warping functions that
are non-linear along the wall length and constant along the wall thickness. Such an
approach still carries, however, a series of inconveniences both from the theoretical
and the practical standpoints which make it fundamentally impossible to recover
some deformation parameters typical of classic beam theories.
In this respect, the new formulation will be presented along with a modified version
of the kinematics in which shear deformation is introduced in a novel manner.
Additionally, a procedure to recover the tridimensional stress state is presented.
This procedure is based on the indefinite equilibrium equations.

Sommario

In questo capitolo dopo una rapida descrizione della Generalized Beam Theory con-
venzionale è presentata una nuova formulazione della GBT in grado di tenere in

37



38 Capitolo 2. La Generalized Beam Theory

conto la deformabilità a taglio della sezione.
Vale la pena ricordare che la Generalized Beam Theory originariamente proposta da
Schardt [29][30], assumendo valida l’ipotesi di Vlasov, trascura la deformabilità a
taglio lungo la linea media della sezione. Questa infatti è stata introdotta da altri
autori solo successivamente impiegando una metodologia simile a quella proposta da
Capurso [25][26], che prevede un arricchimento della cinematica mediante funzioni
di ingobbamento non lineari lungo le pareti e costanti nello spessore. Tale scelta
comporta tuttavia, una serie di inconvenienti, sia da un punto di vista pratico che
teorico che si traducono fondamentalmente nell’impossibilità di recuperare alcuni
parametri deformativi tipici delle teorie classiche di trave.
Verrà quindi descritta la nuova formulazione e presentata la versione modificata
della cinematica in cui la deformabilità tagliante è introdotta in forma originale.
Verrà inoltre presentata una procedura di ricostruzione dello stato tensionale tridi-
mensionale ottenuta impiegando le equazioni indefinite di equilibrio.

2.1 La Generalized Beam Theory convenzionale

La Generalized Beam Theory, meglio nota in letteratura, con l’acronimo GBT è
una teoria di trave con cinematica arricchita che rispetto alla nota teoria di Vlasov,
rimuovendo l’ipotesi di sezione rigida nel proprio piano, ammette distorsione di se-
zione. Tale teoria è stata proposta negli anni 80’ da Schardt [29][30].
L’idea base è considerare una trave in parete sottile come un assemblaggio di pia-
stre sottili ed assumere che il campo di spostamento della trave sia descritto come
combinazione lineare di predefiniti modi deformativi (noti a priori e definiti sulla
sezione trasversale) pesati da funzioni dipendenti solo dalla coordinata d’asse della
trave, definite come parametri cinematici o spostamenti generalizzati.
Nella formulazione originariamente proposta da Schardt, la Generalized Beam Theo-
ry (GBT), per l’ i-esima parete appartenente alla generica sezione trasversale (Fig.
2.1), assume nel riferimento locale onsz il seguente campo di spostamento:

dn(n, s, z) = ψ(s)v(z), (2.1)

ds(n, s, z) = [µ(s) − n
○

ψ(s)]v(z), (2.2)

dz(n, s, z) = [ϕ(s) − nψ(s)]v′(z), (2.3)

dove:
dn è lo spostamento in direzione ortogonale alla linea media della parete,
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Figura 2.1: Generica sezione trasversale.

ds è lo spostamento tangente alla stessa,
dz è lo spostamento nella direzione dell’asse della trave,
ψ, µ e ϕ collezionano i modi deformativi (dipendenti solo da s),
v è il vettore che raccoglie i parametri cinematici incogniti (dipendenti solo z).

Come si farà nel proseguo, nelle equazioni precedenti si è impiegata la seguente
notazione:

○

( ) = ∂s,
×

( ) = ∂n, ( )′ = ∂z, (2.4)

per indicare rispettivamente la derivata rispetto alla ascissa curvilinea s, la derivata
rispetto a n, direzione ortogonale alla linea media nel piano della sezione e la deri-
vata rispetto a z, coordinata della linea d’asse della trave.

Come detto precedentemente quindi, la GBT richiede che siano definiti a priori
un certo insieme di modi deformativi per la sezione trasversale. La loro scelta co-
stituisce un punto delicato, in quanto consente di descrivere in maniera più o mena
ricca il campo deformativo che la teoria è in grado di cogliere. In particolare, la
procedura impiegata per la costruzione di tali modi, definita nella letteratura cor-
rente Cross Section Analysis (CSA), assicura che i modi calcolati siano tra loro
ortogonali e quindi non ridondanti. La Cross Section Analysis inizialmente proposta
da Schardt, prevede di considerare due classi di modi, distinguendo i cosidetti modi
flessionali fondamentali dai modi flessionali locali. Entrambe trascurano la defor-
mabilità a taglio delle pareti.
Prima di passare alla descrizione di tali classi è necessario chiarire che nel proseguo
sulla generica sezione trasversale si definiranno nodi naturali, i vertici cui convergono
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Figura 2.2: Modi flessionali: (a) e (b) fondamentali; (c) locali.

pareti non allineate, mentre per nodi interni si intenderanno i nodi intermedi posti
lungo la parete stessa (come mostrato in Fig. 2.1). Per quanto appena detto, la nu-
merosità e la posizione dei nodi naturali è strettamente legata alla sezione trasversale
scelta, mentre la numerosità e la posizione dei nodi interni è indipendente da questa.

La procedura di Cross Section Analysis proposta in letteratura definisce ciascun
modo fondamentale flessionale imponendo in ogni nodo naturale della sezione tra-
sversale uno spostamento fuori piano ϕ unitario che varia linearmente esclusivamen-
te lungo le pareti che convergono a quel nodo (Fig. 2.2a), e assumendo in perfetto
accordo con la teoria di Vlasov, nullo lo scorrimento γzs lungo la linea media. Tale
assunzione consente di determinare le funzioni µ, mentre le funzioni ψ sono otte-
nute imponendo la compatibilità lungo le pareti, considerate in flessione cilindrica
(Fig. 2.2b). Riassumendo quindi, sulla generica sezione trasversale si assumono le
seguenti funzioni:

ϕ(s) lineari, (2.5)

µ(s) = − ○

ϕ(s)⇒ constanti, (2.6)

ψ(s) cubiche. (2.7)

I modi cos̀ı ottenuti consentono di recuperare completamente la cinematica della
teoria di Vlasov, arricchita di Nn − 4 modi distorsivi, essendo Nn il numero dei
nodi naturali della sezione. Tali modi sono definiti fondamentali, proprio perchè
recuperando completamente i modi deformativi tipici di una teoria di trave classica
devono essere necessariamente considerati. Tuttavia affinchè i modi deformativi
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siano facilmente riconoscibili come modi deformativi classici, è necessario effettuare
una trasformazione di base delle Eqs. (2.1)-(2.3). Tale trasformazione, definita
decomposizione modale, verrà descritta successivamente.
A titolo esemplificativo si mostrano in Fig.2.3 e in Fig.2.4 gli spostamenti nel piano
e fuori piano della sezione, corrispondenti ai sei modi flessionali fondamentali di
una sezione a C rispettivamente prima e dopo la decomposizione modale. Si può
osservare come dopo la decomposizione, i classici modi deformativi di una trave alla
Vlasov sono completamente recuperati. In particolare riferendosi agli spostamenti
nel piano e fuori piano della sezione si fa notare come:

� il Modo 1 rappresenti lo spostamento assiale;

� il Modi 2 e il Modo 3, le rotazioni rispetto agli assi principali di inerzia;

� il Modo 4, la rotazione torsionale.

I modi 5 e 6 sono invece tipici modi di ordine superiore che prevedono distorsione
di sezione.
In modo del tutto analogo, possono essere determinati anche i modi flessionali locali,
assumendo in particolare per ogni nodo interno:

ϕ(s) = µ(s) = 0, ψ(s) cubica a tratti, (2.8)

che vale a dire, assumere spostamenti fuori piano nulli, deformabilità tagliante γzs
nulla e spostamenti lungo la linea media cubici a tratti in direzione ortogonale alla
parete.
Più in particolare, tale classe di modi è ottenuta imponendo spostamento unitario
nel piano della sezione, in direzione normale alla generica parete in corrispondenza
di ciascun nodo interno e imponendo uno spostamento nullo negli altri nodi (interni
e naturali, Fig. 2.2c). In analogia a quanto fatto per i modi fondamentali, conside-
rando le pareti in flessione cilindrica, vengono quindi determinate le funzioni ψ. In
Fig. 2.5 e Fig. 2.6 sono riportati a titolo esemplificativo alcuni modi locali prima
e dopo la decomposizione. In particolare il modo locale 1 e il modo locale 5 sono
ottenuti imponendo uno spostamento ortogonale alla parete sui nodi estremi (che
sono nodi particolari in quanto sono considerati sia naturali che interni), mentre
i rimanenti sono stati ottenuti aggiungendo un nodo interno sull’anima e sulle ali
della sezione. Per quanto detto quindi, appare chiaro che la formulazione origina-
riamente proposta da Schardt, sulla scia della teoria di Vlasov, rappresentandone a
tutti gli effetti una naturale estensione, assume l’indeformabilità a taglio delle pareti
costituenti la sezione trasversale.
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Figura 2.3: Sezione a C: spostamenti nel piano e fuori piano corrispondenti ai sei
modi flessionali fondamentali prima della decomposizione modale.
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Figura 2.4: Sezione a C: spostamenti nel piano e fuori piano corrispondenti ai sei
modi flessionali fondamentali dopo la decomposizione modale.
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Figura 2.5: Sezione a C: spostamenti nel piano e fuori piano corrispondenti a cinque
modi flessionali locali prima della decomposizione modale.
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Figura 2.6: Sezione a C: spostamenti nel piano e fuori piano corrispondenti a cinque
modi flessionali locali dopo la decomposizione modale.
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Furono, infatti, successivamente altri autori, ed in particolare Camotim e Silve-
stre [51] [49], ad introdurre il concetto di deformabiltà tagliante nella teoria GBT,
mediante un arricchimento di warping a cui sono associati spostamenti nulli nel
piano della sezione. Questa nuova classe di modi deformativi, cos̀ı introdotta, è
stata quindi associata a nuovi parametri cinematici, raccolti nelle Eqs. 2.9-2.11 nel
vettore δ.
Il campo di spostamento proposto per una trave GBT deformabile a taglio è con-
seguentemente espresso come di seguito riportato [52]-[55],[50]:

dn(n, s, z) = ψ(s)v(z), (2.9)

ds(n, s, z) = [µ(s) − n
○

ψ(s)]v(z), (2.10)

dz(n, s, z) = [ϕ(s) − nψ(s)]v′(z) +ϕs(s)δ(z). (2.11)

Dal confronto con le Eqs. 2.1-2.3 si rileva l’aggiunta dei termini ϕs(s)δ(z) nel-
l’espressione dello spostamento dz. Come mostrato in [55], a partire dalla cine-
matica sopra riportata, la classe di modi con deformabilità taglio viene introdotta
assumendo:

ϕ(s) = ψ(s) = µ(s) = 0, ϕs(s) ≠ 0. (2.12)

Si osservi come i modi deformativi associati alle funzioni ϕs, introducano una va-
riazione non lineare dello spostamento di warping lungo la linea media della sezione,
ma assumano, che tale spostamento sia costante lungo lo spessore della parete stes-
sa. Oltretutto può essere utile rilevare che tale scelta, risulta formalmente analoga
a quanto proposto da Capurso in [25] e [26].
Tali modi deformativi, rilassando le ipotesi di Vlasov, ammettono quindi uno scorri-
mento γzs diverso da zero lungo la linea media della sezione. Al contrario assumere
costante lo spostamento di warping lungo lo spessore della parete implica che la
componente di scorrimento γzn, tra la direzione dell’asse della trave e quella nor-
male alla linea media continua ad essere nulla.
Tale scelta comporta però una serie di inconvenienti sia da un punto di vista pratico
che teorico. In primo luogo infatti ciò richiede che sia impiegata una procedura di
decomposizione modale ad hoc per i modi a taglio differente da quella impiegata
per i modi flessionali.
Altro aspetto non trascurabile è relativo al fatto che ad ogni modo con deforma-
bilità tagliante sono associati due parametri deformativi [51], mentre, riguardo alle
teorie di trave, ne sarebbe atteso uno soltanto. Oltre a quanto detto, la teoria
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classica di trave deformabile a taglio non è esattamente recuperata. Dopo la de-
composizione modale, infatti, non sono chiaramente identificabili le componenti
deformative tipiche di una trave, in quanto per esempio, la componente flessionale
non è chiaramente distinguibile dalla deflessione dovuta alla deformabilità tagliante
e di conseguenza quindi, la rotazione non emerge quale parametro cinematico del
modello. Con l’obiettivo di chiarire e fissare quest’ultimo aspetto, in Fig. 2.7 sono

dz 

flange 

flange 

web 

!!" ! !!

!!" ! !!

!!" ! !!

!!" ! !!

bending ! ! !

shear 
! ! !

shear

(a) (b) (c) (d) 

Figura 2.7: Schema delle principali differenze tra la classica trave GBT deformabile
a taglio e la nuova formulazione proposta: (a) concio di trave indeformato, (b)
concio di trave inflesso, (c) corrispondente componente tagliante nella GBT classica,
(d) corrispondente componente tagliante per una trave alla Timoshenko e per la
formulazione proposta.

riportate e confrontate le componenti deformative flessionali e taglianti di un concio
elementare di trave, relative alla GBT deformabile a taglio e alla teoria di trave alla
Timoshenko. Nel dettaglio, in Fig. 2.7.a è rappresentato il generico concio infini-
tesimo di trave e in 2.7.b la componente deformativa flessionale. Vengono quindi
riportate le corrispondenti componenti deformative taglianti, relative alla GBT clas-
sica (Fig. 2.7.c) ed alla trave di Timoshenko (Fig.2.7.d). Si può osservare come lo
scorrimento γzn nullo nella GBT classica deformabile a taglio non sia perfettamente
coerente con la componente flessionale associata.
Con l’obiettivo di risolvere tali incongruenze, si è giunti a formulare una versione
modificata della cinematica, in cui la deformabilità tagliante è introdotta in una
forma diversa ed originale.
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2.2 Cinematica proposta

Considerando la i-esima parete (Fig. 2.1) si assume nel sistema di riferimento locale,
il seguente campo di spostamento:

dn(n, s, z) = ψ(s)v(z), (2.13)

ds(n, s, z) = ξ(s, n)v(z), (2.14)

dz(n, s, z) = ω(s, n)w(z). (2.15)

La cinematica sopra riportata è ottenuta a partire dalla cinematica classica (Eqs.
2.9-2.11), in cui, con l’obiettivo di disporre di una riscrittura sintetica, sono state
fatte le seguenti posizioni:

ξ(n, s) = µ(s) − n
○

ψ(s) (2.16)

ω(n, s) = ϕ(s) − nψ(s) (2.17)

Si noti che lo spostamento in direzione assiale non dipende dalla derivata di v, ma
da parametri indipendenti, indicati con w.
Definiti il vettore spostamento d = [dn, ds, dz]T e il vettore degli spostamenti
generalizzati u = [v,w]T, le 2.13-2.15 assumono la seguente forma matriciale:

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

dn
ds
dz

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ψ(s) 0
ξ(s, n) 0

0 ω(s, n)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
[ v

w
] (2.18)

che in forma compatta risulta:

d(n, s, z) = U(s, n)u(z). (2.19)

Dal confronto con quanto visto nel paragrafo 2.1, si può però osservare come i para-
metri cinematici incogniti v e δ che comparivano nella definizione dello spostamento
lungo l’asse longitudinale z, nella formulazione qui proposta, siano stati condensati
in un unico parametro w. In particolare, da un confronto tra le 2.9-2.11 e 2.13-
2.15 si fa osservare come ponendo w = v + δ è possibile ricondursi agevolmente
alla cinematica con deformabilità a taglio convenzionale, a meno che si trascuri un
contributo −nψ associato ai parametri δ. Tale contributo, introduce una variabilità
dello spostamento trasversale lungo n, che equivale ad assumere lo spostamento di
warping non costante lungo lo spessore della parete.
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2.3 Deformazioni generalizzate

Le deformazioni calcolate attraverso l’operatore di compatibilità a partire dalle
Eqs.(2.13)-(2.15) sono riportate di seguito:

εss =
○

ξ(s, n)v(z), (2.20)

εzz = ω(s, n)w′(z), (2.21)

γzs =
○

ω(s, n)w(z) + ξ(s, n)v′(z), (2.22)

γzn =
×

ω(s, n)w(z) +ψ(s)v′(z), (2.23)

e

εnn = 0, γsn = 0. (2.24)

Si fa notare come rispetto alla GBT convenzionale, lo scorrimento γzn sia diverso da

zero. Raccolti i parametri deformativi generalizzati nel vettore e = [ α χ β γ ]T

le rispettive componenti sono espresse come di seguito:

α = v, (2.25)

χ = w′, (2.26)

β = 1

2
(v′ +w), (2.27)

γ = v′ −w. (2.28)

In forma matriciale le stesse componenti possono essere espresse nella forma se-
guente:

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

α
χ
β
γ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0
0 ∂z
∂z
2

1

2
∂z −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

[ v
w

] (2.29)

ed in forma compatta si può scrivere:

e = Du (2.30)
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Si precisa che nel vettore e compaiono anche i modi rigidi della sezione. Questo
non implica che alcune componenti del vettore siano nulle, ma che il vettore e non
sia propriamente una misura di deformazione.

Andando quindi a sostituire le relazioni 2.25-2.28 in 2.20-2.23, le deformazioni scritte
in forma matriciale, risultano:

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

εss
εzz
γzs
γzn

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

○

ξ 0 0 0
0 ω 0 0

0 0 −2n
○

ψ + ○

ϕ +µ 1
2
(µ − ○

ϕ)
0 0 0 ψ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

α
χ
β
γ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(2.31)

Assumendo ε = [ εss εzz γzs γzn ]T
le Eq. 2.31 possono essere scritte in

formato compatto come:

ε(n, s, z) = E(s, n)e(z) (2.32)

Tali deformazioni, possono essere distinte in una parte membranale indicata con
apice (M) che è funzione solo di s ovvero dell’ascissa curvilinea lungo la linea
media della sezione ed in una parte flessionale indicata con apice (B) dipendente
da s e proporzionale ad n, direzione normale alla parete. Secondo tale posizione
risulta quindi:

ε(n, s, z) = ε(M)(s, z) + ε(B)(n, s, z), (2.33)

con:

ε(M)(s, z) = E(M)(s)e(z),
ε(B)(n, s, z) = nE(B)(s)e(z).

Gli operatori E sono stati definiti come di seguito riportato:

E(M) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

○

µ 0 0 0
0 ϕ 0 0

0 0
○

ϕ +µ 1
2
(µ − ○

ϕ)
0 0 0 ψ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, (2.34)

E(B) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−
○○

ψ 0 0 0
0 ψ 0 0

0 0 −2
○

ψ 0
0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

. (2.35)
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2.3.1 Alcune osservazioni

La cinematica proposta assume i seguenti vincoli interni:

▽nd ⋅ en = 0, (2.36)

▽nd ⋅ es +▽sd ⋅ en = 0, (2.37)

▽2
nd = 0, (2.38)

∂n(▽nd ⋅ ez +▽zd ⋅ en) = 0. (2.39)

In particolare:

� la 2.36 assicura che non siano ammissibili dilatazioni lungo lo spessore della

parete (
×

dn = 0, εnn = 0),

� la 2.37 che lo scorrimento tra le direzione n ed s non sia consentito (
○

dn+
×

ds =
0, γns = 0),

� la 2.38 assume uno spostamento lineare in direzione n,

� la 2.39 impone che lo scorrimento γzn sia al più lineare lungo n (
××

dz +
×

d′n =
0,

×

γzn = 0).

In ragione di tali condizioni di vincolo, si anticipa che per via elasto-cinematica, sarà
possibile ottenere solo alcune componenti del campo tensionale tridimensionale, ed
in particolare solo la parte ”attiva” delle stesso. Si mosterà nei capitoli successivi,
come per recuperare completamente e correttamente tutte le componenti di tensio-
ne sia necessario ricorrere ad una procedura di ricostruzione dello stato tensionale
tridimensionale basata sull’utilizzo delle equazioni indefinite di equilibrio.

2.4 Forze e sforzi generalizzati

I carichi di volume applicati sulla i-esima parete possono sono definiti nel sistema
di riferimento onsz come:

b = [ bn, bs, bz ]T
. (2.40)

Scrivendo il contributo al lavoro virtuale esterno per unità di lunghezza della trave
dei soli carichi di volume (indicato con l’apice b) come:

W (b)
e = ∫

A
bTd dA = uTf (b), (2.41)
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si ottiene:

f (b) = ∫
A

UTb dA. (2.42)

Il vettore f (b) = [ f
(b)
v , f

(b)
w ]T

rappresenta il vettore delle forze generalizzate equi-
valenti ai carichi di volume, e le rispettive componenti assumono la forma seguente:

f (b)v = −∫
A
(ψTbn + ξTbs) dA (2.43)

= −∫
A
(µTbs +ψTbn) dA − ∫

A
n
○

ψ
T

bs dA, (2.44)

f (b)w = ∫
A
ωTbz dA. (2.45)

Andando quindi a definire le risultanti lungo lo spessore:

qz = ∫
t
bzdn, qs = ∫

t
bsdn, qn = ∫

t
bndn, (2.46)

mz = −∫
t
nbzdn, ms = ∫

t
nbsdn, (2.47)

il cui significato fisico è mostrato in Fig. 2.8, le componenti del vettore f (b) possono
espresse nella forma seguente:

f (b)v = ∫
l
(µTqs +ψTqn)ds − ∫

l

○

ψ
T

msds, (2.48)

f (b)w = ∫
l
ϕTqzds + ∫

l
ψTmzds, (2.49)

dove l indica lo sviluppo della linea media.
Analogamente a quanto fatto in precedenza, definito il vettore dei carichi di super-
ficie agenti sulle pareti come di seguito riportato:

p = [ pn, ps, pz ]T
, (2.50)

si scrive il contributo al lavoro esterno per unità di lunghezza della trave relativo
alle forze di superficie (indicato con l’apice p) come:

W (p)
e = ∫

l
(dT ∣n=t/2 p(+) + dT ∣n=−t/2 p(−))ds. (2.51)
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Figura 2.8: Carichi risultanti lungo lo spessore.

In particolare nella Eq. 2.51, cos̀ı come mostrato in Fig. 2.9, si è indicato con p(+)

il vettore dei carichi agente sulla superficie con n positiva e analogamente con p(−)

il vettore dei carichi agente sulla superficie opposta.
Le componenti del vettore delle forze generalizzate dovuto alle forze di superficie
possono quindi essere espresse come:

f (p)v = −∫
l

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
µT ⎛

⎝
p
(+)

s − p(−)s
2

⎞
⎠
+ψT ⎛

⎝
p
(+)

n − p(−)n
2

⎞
⎠

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
ds − ∫

l

○

ψ
T ⎛
⎝
p
(+)

s − p(−)s
2

⎞
⎠
tds,(2.52)

f (p)w = ∫
l
ϕT(p(+)z + p(−)z )ds + ∫

l
ψT ⎛

⎝
p
(+)

z − p(−)z
2

⎞
⎠
tds. (2.53)

I vettori delle forze generalizzate complessive, dovuti ai carichi di volume e alle forze
di superficie, risultano quindi essere espressi come mostrato nelle relazioni seguenti:

fv = f (b)v + f (p)v , (2.54)

fw = f (b)w + f (p)w . (2.55)

Introducendo il vettore σ = [ σss σzz τzs τzn ]T
, gli sforzi generalizzati s

posso essere definiti mediante il principio di equivalenza dei lavori virtuali:

Wi = ∫
A
σTε dA = sTe, (2.56)
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Figura 2.9: Forze di superficie

da cui:

s = ∫
A

ETσ dA. (2.57)

Le componenti del vettore degli sforzi generalizzati possono quindi essere scritte
come di seguito riportato:

S = ∫
A

○

ξσss dA, (2.58)

M = ∫
A
ωσzz dA, (2.59)

T = ∫
A
(−2n

○

ψ + ○

ϕ +µ)τzs dA, (2.60)

V = ∫
A
−1

2
( ○ϕ +µ)τzs +ψτzn dA. (2.61)

avendo fatto la seguente posizione: s = [ S M T V ]T
.

2.5 Equazioni di equilibrio

Invocando il principio dei lavori virtuali, si ottengono le equazioni indefinite di
equilibrio che possono essere scritte in forma compatta come:

D∗s = f . (2.62)
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L’operatore di equilibrio D∗, aggiunto formale dell’operatore di compatibilità, è
definito come:

D∗ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 −∂z
2

−∂z

0 −∂z
1

2
−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

. (2.63)

Andando quindi a sostituire le componenti dei vettori s ed f nella 2.62, le equazioni
indefinite di equilibrio assumono la forma seguente:

S − 1

2
T′ −V′ − fv = 0, (2.64)

−M′ + 1

2
T −V − fw = 0. (2.65)

Le equazioni al bordo che derivano dal principio dei lavori virtuali sono le seguenti:

M = ±W̄ oppure w = w̄, (2.66)

T

2
+V = ±Q̄ oppure v = v̄. (2.67)

In particolare, nelle equazioni al contorno sopra riportate sono state fatte le seguenti
posizioni:

W̄ = ∫
A
ωtzdA, (2.68)

Q̄ = ∫
A
(ψtn −

○

ϕts)dA − ∫
A
n
○

ψtsdA, (2.69)

in cui si sono indicate con ts, tn e tz le forze di superficie applicate alle basi di
estremità della trave, rispettivamente in direzione s, n e z.

Facendo la posizione C = T

2
+V, le equazioni di equilibrio al bordo possono essere

riscritte nella seguente forma:

S −C′ − fv = 0, (2.70)

−M′ +T −C − fw = 0. (2.71)

Si mostrerà nel capitolo successivo, dedicato al recupero delle teorie classiche di
trave, che la posizione 2.5, consetirà di riconoscere in una componente del vettore
C il momento torcente totale.
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2.6 Equazioni costitutive

Il comportamento del materiale è assunto elastico lineare e governato dall’equazione
costitutiva:

σ = Cε, (2.72)

dove C è la matrice di elasticità.
Poichè i modelli di trave si basano su una cinematica internamente vincolata, anche
il modello di trave GBT tende ad essere troppo rigido. Analogamente a come si
procede in letteratura, agendo sulle equazioni costitutive del modello, si introducono
differenti assunzioni per le componenti di sforzo membranale (indicato con l’apice
M) e flessionale (indicato con l’apice B). In particolare l’ Eq. 2.72 può essere
riscritta come di seguito:

σ = C(M)ε(M) +C(B)ε(B). (2.73)

in cui, posto Ē = E

(1 − ν2) si è assunto:

C(M) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

E 0 0 0
0 E 0 0
0 0 G 0
0 0 0 G

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, C(B) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Ē νĒ 0 0
νĒ Ē 0 0
0 0 G 0
0 0 0 G

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

. (2.74)

Si osservi che per descrivere il comportamento membranale si è considerato un lega-
me monoassiale tipico delle teorie di trave, mentre per descrivere il comportamento
flessionale, analogamente a quanto si fa nelle teorie delle piastre, si è assunto un
legame di tipo biassiale.
La matrice di rigidità C della sezione, può essere quindi ottenuta attraverso il
principio dei lavori virtuali scritto nella seguente forma:

∫
A
[ε(M) + ε(B)]

T [C(M)ε(M) +C(B)ε(B)] dA = eTCe. (2.75)

Dalla relazione 2.75 si ottiene:

C = ∫
A

ETCE dA (2.76)

= ∫
A
(E(M)TC(M)E(M) + n2E(B)TC(B)E(B)) dA. (2.77)

I termini misti di accoppiamento tra comportamento membranale e flessionale sono
stati omessi in quanto sono nulli nel caso di materiale isotropo, o più in generale nel
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caso in cui la sezione considerata presenti una simmetria in termini di caratteristiche
meccaniche rispetto alla linea media.

Di seguito è infine riportata la topologia della matrice di legame del modello

C =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

CS CSM 0 0
CT
SM CM 0 0
0 0 CT CTV

0 0 CT
TV CV

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

. (2.78)

Questa è stata espressa come una matrice a blocchi le cui componenti possono
essere ottenute mediante le seguenti relazioni:

CS = E ∫
A
(n2

○○

ψ
T○○

ψ + ○

µ
T ○

µ) dA, (2.79)

CSM = νĒ ∫
A
n2

○○

ψ
T

ψ dA, (2.80)

CM = E ∫
A
ω̄Tω̄dA = ∫

A
(Ēn2ψTψ +EϕTϕ) dA, (2.81)

CT = 4G∫
A
n2

○

ψ
T ○

ψ dA +G∫
A
( ○ϕ +µ)T( ○ϕ +µ) dA, (2.82)

CV = G∫
A
ψTψdA + G

4
∫
A
( ○ϕ −µ)T( ○ϕ −µ) dA, (2.83)

CTV = G∫
A
( ○ϕ +µ)T( ○ϕ −µ) dA. (2.84)

Nella relazione 2.81 si è fatta la seguente posizione:

ω̄ = ϕ − n
√

Ē

E
ψ. (2.85)

2.7 Modi flesso-taglianti

In questo paragrafo è proposta una classe di modi definiti di seguito flesso-tagliante
in grado di considerare i modi deformativi flessionali classici in presenza di deforma-
bilità a taglio delle pareti che compongono la sezione trasversale.
A differenza di quanto visto nel paragrafo 2.1, in cui la deformabilità a taglio viene
introdotta nella GBT classica mediante l’arricchimento dell’analisi della sezione di
una nuova classe di modi, viene quindi qui proposto l’impiego di un’unica classe di
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modi, in grado di descrivere in maniera equivalente alla GBT classica, le classi dei
modi deformativi flessionali e taglianti.
Analogamente a quanto visto precedentemente, per comodità espositiva può essere
utile distinguere:

� modi flesso-taglianti fondamentali;

� modi flesso-taglianti locali.

Ribadendo, che tali modi prevedono anche componenti deformative tipo scorrimen-
to, di seguito sono riportate le condizioni di vincolo con cui vengono costruiti. In
particolare tali classi sono ottenute imponendo le seguenti condizioni:

εss = 0, (2.86)
○

γzs = 0. (2.87)

In particolare la 2.86 assicura che non siano ammissibili dilatazioni delle pareti nella
direzione della linea media, mentre l’Eq. 2.87 assicura che lo scorrimento, tra le
direzioni s e z, sia al più costante e quindi conseguentemente gli spostamenti di
warping risultino al più lineari.

Vale la pena sottolineare che la procedura impiegata per la costruzione dei modi
(CSA) è analoga a quanto proposto in letteratura, ma la nuova cinematica consi-
derando i modi flessionali e locali deformabili a taglio consente di rilassare alcune
posizioni.

Di seguito, verranno meglio descritte le principali assunzioni relative alla scelta dei
modi deformativi considerati.

Il k-esimo modo flesso-tagliante fondamentale è ottenuto assumendo la funzione
ϕ lineare a tratti: in particolare le funzioni ϕk sono assunte lineari, con valore uni-
tario nel k-esimo nodo naturale e nullo negli altri. Per questa classe di modi, i nodi
interni sono completamente ignorati.
Come mostrato in Fig. 2.10a la funzione ϕk è non nulla esclusivamente sulle pareti
convergenti al nodo k ed in particolare tali funzioni sono assunte come di seguito
riportato:

ϕk(s) = s

lk−1
parete k − 1, (2.88)

ϕk(s) = 1 − s

lk
parete k, (2.89)

ϕj(s) = 0 altre pareti. (2.90)
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Con lk si è indicata la lunghezza della k-esima parete.
Al fine di assicurare rispettata la condizione 2.87, la funzione µ può essere al più
costante ed in particolare, come nella GBT classica, viene assunta:

µ = − ○

ϕ. (2.91)

A partire quindi dalle 2.88-2.90, si ottengono le funzioni µ sulla k-esima parete nella
forma seguente:

µk = − 1

lk−1
parete k − 1, (2.92)

µk = 1

lk
parete k, (2.93)

µk = 0 altre pareti . (2.94)

Nota la funzione µ, come mostrato in Fig. 2.10.b, gli spostamenti dei nodi naturali
nel piano della sezione sono definiti a meno della sola componente trasversale dei
nodi di estremità che risulta per il momento indeterminata.
Assunte le funzioni µ e ϕ come precedentemente mostrato, la funzione ψ è ottenuta
imponendo equilibrio e congruenza in condizioni di flessione cilindrica per ciascuna
parete.
Praticamente la funzione ψ può essere determinata, risolvendo, con una procedura
standard agli elementi finiti, il telaio piano, opportunamente vincolato, composto
dalle pareti della sezione trasversale a cui sono applicati componenti di spostamento
in corrispondenza dei nodi naturali della sezione, secondo l’andamento delle funzioni
µ.

I modi flesso-taglianti locali sono propriamente detti, in quanto sono modi che
colgono fenomeni flessionali locali sulle pareti della sezione.
Sono ottenuti in maniera completamente analoga a quanto mostrato nel paragrafo
2.1. Si ricorda che tali modi, associati ai nodi interni della sezione e anche ai due
nodi naturali di estremità, sono ottenuti come mostrato in Fig. 2.2, imponendo uno
spostamento unitario ortogonale alla parete nel j-esimo nodo interno e spostamenti
nulli negli altri nodi naturali e interni della sezione. Le funzioni µ e ϕ sono assunte
nulle.
In analogia ai modi fondamentali, le funzioni ψ(s) sono ottenute risolvendo il telaio,
rappresentato dalla sezione trasversale della sezione, a cui sono imposti gli sposta-
menti precedentemente descritti.
Conseguentemente, quindi, alle assunzioni fatte sulle funzioni ϕ, ψ e µ le com-
ponenti di deformazione dovute ai modi flesso-taglianti ottenute dalle Eqs. 2.31 si
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Figura 2.10: Modi flesso-taglianti.

riducono alla forma di seguito riportata:

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

εss
εzz
γzs
γzn

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−n
○○

ψ 0 0 0
0 ω 0 0

0 0 −n2
○

ψ − ○

ϕ
0 0 0 ψ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

α
χ
β
γ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

. (2.95)

Andando a sostituire la 2.95 in 2.58-2.61, si ottengono gli sforzi generalizzati che
assumono per la classe dei modi in esame la seguente forma:

S = −∫
A
n
○○

ψ
T

σssdA, (2.96)

M = ∫
A
ωTσzzdA, (2.97)

T = −∫
A

2n
○

ψ
T

τzsdA, (2.98)

V = −∫
A
( ○ϕ

T
τzs +ψTτzn)dA = −∫

A
▽ω ∣n=0 τ zdA. (2.99)
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Nelle relazioni sopra si è indicato con τ z il vettore delle tensioni tangenziali totali.
Con analoghe sostituzioni, a partire dalle Eqs. 2.43 e 2.52, le componenti delle
forze generalizzate nel piano della sezione, relative ai carichi di volume (apice b) e
di superficie (apice s) possono essere scritte come di seguito riportato:

f (b)v = −∫
A
(− ○

ϕ
T
bs +ψTbn) dA − ∫

A
n
○

ψ
T

bs dA (2.100)

= −∫
A
▽ω ∣n=0 bin dA − ∫

A
n
○

ψ
T

bs dA (2.101)

= ∫
l
▽ω ∣n=0 qinds − ∫

l

○

ψ
T

msds, (2.102)

f (p)v = −∫
l
▽ω ∣n=0 (p(+)in + p

(−)

in )ds − ∫
l

○

ψ
T ⎛
⎝
p
(+)

s − p(−)s
2

⎞
⎠
tds (2.103)

Nelle relazioni sopra riportate le componenti delle forze di volume e di superficie nel
piano della sezione sono state raccolte rispettivamente nei vettori bin e pin:

bin = [ bs bn ]T
(2.104)

pin = [ ps pn ]T
(2.105)

È stata inoltre introdotta la risultante di bin lungo lo spessore:

qin = ∫
t
bin dn. (2.106)

Per la classe di modi in esame la matrice di legame del modello si riduce alla forma
seguente:

C =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

C
(f)
S C

(f)
SM 0 0

C
(f)
SM C

(f)
M 0 0

0 0 CT (f) 0

0 0 0 C
(f)
V

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

. (2.107)
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Le sotto matrici sono ottenute come di seguito riportato:

C
(f)
S = E ∫

A
n2

○○

ψ
T○○

ψdA, (2.108)

C
(f)
SM = νĒ ∫

A
n2

○○

ψ
T

ψdA, (2.109)

CM = E ∫
A
ω̄Tω̄dA = ∫

A
(Ēn2ψTψ +EϕTϕ) dA, (2.110)

C
(f)
T = 4G∫

A
n2

○

ψ
T ○

ψdA = Gt
3

3
∫
l

○

ψ
T ○

ψds, (2.111)

C
(f)
V = G∫

A
(▽ωT ∣n=0 ▽ω ∣n=0)dA (2.112)

= G∫
A
( ○ϕ

T ○

ϕ +ψTψ)dA, (2.113)

C
(f)
V T = 0. (2.114)

L’apice (f) è stato usato per riferire tali matrici ai modi flesso-taglianti.

2.8 Modi con ingobbamento non lineare

I modi con ingobbamento non lineare possono essere introdotti per arricchire ulte-
riormente la descrizione dello spostamento fuori piano della sezione. Analogamente
alla scelta delle funzioni ϕ per i modi flesso-taglianti, le funzioni ϕ associate a tali
modi deformativi e definite tenendo conto dei nodi interni, possono essere assunte
lineari a tratti. Come comunemente avviene nella formulazione agli elementi fini-
ti, può essere conveniente impiegare un approccio gerarchico per l’introduzione di
tali modi. Relativamente alla loro costruzione, si assumono come detto, funzioni
ϕ lineari a tratti e funzioni ψ e µ nulle, come mostrato mostrato in Fig. 2.11.
Conseguentemente a tali assunzioni, il relativo campo di spostamento è espresso
come di seguito riportato:

dn(n, s, z) = 0, (2.115)

ds(n, s, z) = 0, (2.116)

dz(n, s, z) = ϕ(s)w(z). (2.117)

Come atteso, tali modi prevedono un arricchimento cinematico solo dello sposta-
mento lungo l’asse della trave ed in particolare tale contributo è costante lungo lo
spessore delle pareti.
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Figura 2.11: Modi con ingobbamento non lineare.

A partire dalle Eq. 2.31, le componenti di deformazione, associate a tali modi
possono essere espresse come:

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

εss
εzz
γzs
γzn

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 0
0 ϕ 0 0

0 0 0 − ○

ϕ
0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

α
χ
β
γ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

. (2.118)

Si noti che εss = γzn = 0. Si fa osservare inoltre come per tale classi di modi risulti:

γ = −w. (2.119)

Gli sforzi generalizzati associati alle componenti deformative non nulle si riducono
quindi alle componenti riportate di seguito:

M = ∫
A
ϕTσzzdA, (2.120)

V = −∫
A

○

ϕ
T
τzsdA. (2.121)
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La matrice di rigidità, per la classe di modi in esame, si riduce alla seguente forma:

C =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 0

0 C
(w)
M 0 0

0 0 0 0

0 0 0 C
(w)
V

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, (2.122)

le cui sotto-matrici sono ottenute mediante le relazioni di seguito riportate:

C
(w)
M = E ∫

A
ϕTϕdA, (2.123)

C
(w)
V = G∫

A

○

ϕ
T ○

ϕdA. (2.124)

L’apice (w) è stato usato per riferire le matrici ai modi con ingobbamento non
lineare.

2.9 Cross Section Analysis

Determinate quindi le funzioni ϕ, ψ e µ, per ciascuna classe di modi, può essere
valutata la matrice di rigidità complessiva della sezione trasversale. In particolare
considerando sia i modi flesso-taglianti che i modi con ingobbamento non lineare,
la topologia della matrice assume la forma seguente:

C =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

C
(f)
S 0 C

(f)
SM 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

C
(f)
M C

(fw)
M 0 0 0 0

C
(w)T
M 0 0 0 0

sym C
(f)
T 0 0 0

0 0 0

C
(f)
V C

(fw)
V

C
(w)
V

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

. (2.125)

Le matrici di accoppiamento tra i modi flessionali e i modi con ingobbimento non
lineare indicate con l’apice (fw), sono calcolate mediante le relazioni 2.123-2.124.
In generale la matrice C è una matrice in cui le deformazioni generalizzate risultano
accoppiate tra loro. Inoltre l’interpretazione fisica di tali parametri non è immediata
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ed in particolare non sono chiaramente identificabili i parametri deformativi di una
teoria di trave classica.
Verrà mostrato nel seguito, come una trasformazione di base sia sufficiente a di-
saccoppiare parzialmente i parametri deformativi generalizzati e conseguentemente
sia quindi possibile attribuire ad alcuni di essi un significato fisico noto. Tale base
sarà definita base modale, mentre si farà riferimento alla trasformazione impiegata
come procedura di decomposizione modale.
Nel proseguo, inoltre, il generico vettore o matrice, espressi nella basa modale,
saranno indicati con il simbolo ” ⋅̂ ”.

2.9.1 Decomposizione modale dei modi flesso-taglianti

Analogamente a quanto avviene nella GBT classica, la procedura di decomposizione
modale prevede come primo passo la risoluzione del problema generalizzato agli
autovalori:

(C(f)S − λiC(f)M )Λi = 0. (2.126)

La matrice a blocchi C
(f)
M è simmetrica e definita positiva e cos̀ı come le altre

sottomatrici, ha dimensione N × N , in cui N è pari al numero di modi flesso-

taglianti considerati. La matrice C
(f)
S è simmetrica e semidefinita positiva. Come

ampiamente noto dalla letteratura sulla GBT, i primi quattro autovalori del problema
sono nulli (λi = 0, i = 1, ...4) e corrispondo ai quattro moti rigidi della sezione. Gli
altri, (λi > 0, i = 5, ...N) sono positivi e corrispondono a modi deformativi con
distorsione della sezione trasversale.
Corrispondentemente, la matrice Λ distingue gli autovettori in:

Λ = [ ΛR ΛF ] , (2.127)

dove ΛR è una matrice con dimensione (N × 4) che raccoglie gli autovettori as-
sociati agli autovalori nulli. La matrice ΛR raccoglie in particolare, una generica
combinazione lineare di moti rigidi della sezione, rappresentati dallo spostamento
assiale, dalle due rotazioni rispetto agli assi principali di inerzia e dalla rotazione
torsionale rispetto al centro di taglio. La loro chiara identificazione è un pun-
to fondamentale della teoria che viene espletato attraverso la semplice procedura
automatizzata, riportata nell’Appendice A. La procedura proposta differisce dalla
procedura solitamente adottata in letteratura, poichè si basa solo sui termini pre-
sentati nel quadro delineato, senza la necessià di ricorrere ad ulteriori informazioni
provenienti da contributi geometricamente non lineari.
Concordemente con alla GBT classica, gli spostamenti generalizzati u sono legati
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ai corrispondenti spostamenti generalizzati nella base modale û dalla relazione:

u(z) = Λû(z). (2.128)

2.9.2 Decomposizione modale dei modi con ingobbamento non
lineare

La decomposizione modale dei parametri generalizzati associati ai modi con ingob-
bamento non lineare è ottenuta attraverso la seguente trasformazione:

u(z) = Γ û(z) (2.129)

dove la matrice Γ è definita mediante la condizione::

(C(w)V − λiC(w)M )Γi = 0, (2.130)

Si noti che la matrice C
(f)
M è simmetrica e definita positiva, mentre la C

(w)
V è

simmetrica e semidefinita positiva.

2.9.3 Matrice di rigidezza della sezione e deformazioni gene-
ralizzate nello spazio modale

Le trasformazioni 2.128- 2.129 permettono di esprimere la cinematica della trave
in termini dei parametri modali. In particolare la Fig. 2.12b mostra la matrice di
rigidezza Ĉ nello spazio modale. A scopo illustrativo, è stato considerato il caso con
un numero di modi flesso-taglianti N = 6 e di modi con ingobbamento non lineare
Nw = 2. Dal confronto tra le Figs. 2.12a e 2.12b si evidenzia la struttura della
matrice Ĉ e di conseguenza il disaccoppiamento relativo ottenuto passando dallo
spazio naturale allo spazio modale. In particolare, infatti, da una attenta analisi
della matrice Ĉ possono essere fatte una serie di considerazioni.

1. La matrice Ĉ ha 8 + 2Nw righe e colonne nulle. Tali righe corrispondono
alle componenti cui è associata energia di deformazione nulla. Tra queste si
ritrovano anche quelle relative ai moti rigidi della sezione. Tutte le altre com-
ponenti di deformazione sono associate invece ad energia non nulla e possono
essere effettivamente definite come deformazioni generalizzate.

2. La matrice Ĉ espressa nella base modale consente di riconoscere parametri
deformativi che assumono significato fisico noto. In particolare, α̂2 e α̂3 rap-
presentano le traslazioni rigide della sezione trasversale rispetto alle direzioni
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descritte dagli assi principali di inerzia, e α̂4 è la rotazione torsionale rispetto
al centro di taglio. Come atteso, le righe e le colonne associate a tali parametri
risultano nulle.

3. I parametri γ̂2 e γ̂3 rappresentano gli scorrimenti della classica teoria di trave
alla Timoshenko, il parametro γ̂4 rappresenta la deformazione tagliante dovu-
ta alla torsione non uniforme, mentre i parametri γ̂i, i = 5, ...,N+Nw possono
essere interpretati come componenti deformative taglianti di ordine superiore.
Si fa notare che il parametro γ̂4 non è presente nè nella teoria di De Saint
Venant, nè nella teoria di Vlasov, mentre è presente nella teoria di trave alla
Capurso.
Infine, si rileva che la matrice ĈV è in generale non diagonale poichè i para-
metri modali sono riferiti agli gli assi principali di inerzia della sezione trasver-
sale, che come noto, non coincidono necessariamente con gli assi principali
del taglio.

4. Il parametro χ1 rappresenta la deformazione lungo l’asse della trave. Gli
altri parametri del vettore χ̂ rappresentano invece una generica curvatura. In
particolare, χ̂2 eχ̂3 rappresentano le curvature flessionali.
Il parametro χ̂4 è la curvatura torsionale dovuta al warping non uniforme.
Gli altri parametri, χ̂i, i = 5, ...,N + Nw, possono essere interpretati come
curvature di ordine superiore.

5. Come atteso, la matrice ĈM risulta essere diagonale e nelle prime quattro
posizioni della diagonale si ritrovano esattamente le rigidità della trave clas-
sica: la rigidità assiale, le rigidità flessionali e la rigidezza di warping.

6. Le curvature flessionali sono accoppiate con le deformazioni nel piano della
sezione attraverso la matrice ĈSM .

7. Infine, si fa notare, come aggiungendo o eliminando modi deformativi, non
viene in alcun modo modificata la topologia della matrice.
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α 

χ 

β 

γ 

Figura 2.12: Topologia della matrice di rigidezza della sezione: (a) nello spazio
naturale, (b) nello spazio modale, con N = 6 e Nw = 2

.
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2.10 Ricostruzione dello stato tensionale

È comunemente noto che i modelli strutturali a cinematica ridotta, come ad esem-
pio la trave GBT, possono condurre ad una valutazione poco accurata dello stato
tensionale tridimensionale. Ad ogni modo, nel caso di travi in parete sottile, una
valutazione dello stato tensionale tridimensionale può risultare cruciale per predire
crisi dovute a fenomeni di instabilità locale. Invero, la difficoltà di ottenere una
valutazione accurata delle componenti di tensione tridimensionali direttamente dal
modello di trave GBT è attesa. Infatti, come anticipato nel Capitolo 2, il mo-
dello può essere visto come una rappresentazione del corpo tridimensionale sui cui
spostamenti sono imposte alcune ipotesi cinematiche che restringono la classe del-
le deformazioni ammissibili. Le ipotesi cinematiche introdotte giocano il ruolo di
vincoli interni imposti sul corpo tridimensionale al fine di ottenere ul modello mo-
nodimensionale di trave. In presenza di vincoli interni, quindi il campo tensionale
può essere decomposto in una parte attiva e una parte reattiva. In particolare, la
parte attiva è legata alle deformazioni da un’equazione costitutiva mentre, la parte
reattiva rappresentando le reazioni al vincolamento interno non compie lavoro per
alcuna deformazione ammissibile. Pertanto solo la parte attiva è costitutivamente
determinata a partire dalla soluzione del problema. È evidente che le componenti
reattive possono essere utili per meglio approssimare il campo di tensioni tridimen-
sionale ottenuto impiegando le sole componenti attive [57]. In particolare, la parte
reattiva delle tensioni può essere determinata imponendo le condizioni di equili-
brio tridimensionali. Pertanto è di seguito descritta una procedura di ricostruzione
dello stato tensionale tridimensionale basata sulle equazioni indefinite di equilibrio.
Indicando con apice (A) la parte attiva e con apice (R) quella reattiva, le varie
componenti di sforzo tridimensionali sono scritte come:

σzz = σM(A)zz + nσB(A)zz , (2.131)

σss = σM(R)ss + nσB(A)ss , (2.132)

τzs = τM(R)zs + nτB(A)zs , (2.133)

τzn = g(n)τB(R),zn (2.134)

τsn = g(n)τB(R).sn (2.135)

Mutuando dalla teoria delle piastre, nelle Eqs. 2.131-2.134 si è assunto che la
tensione normale σzz sia completamente attiva, mentre al contrario le componenti
tensionali τzn e τsn sono considerate completamente reattive. Le componenti τzs e
σss sono invece assunte somma di un contributo attivo e di un contributo reattivo.
Inoltre, la funzione g(n) dell’Eq. 2.135, che descrive la distribuzione delle tensioni
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tangenziali 2.135 lungo lo spessore della parete, è assunta di forma parabolica e
con area unitaria. La stessa funzione, al fine di soddisfare le condizioni al contorno,
assume valori nulli agli estremi.
Le equazioni indefinite di equilibrio tridimensionali possono essere scritte nella forma:

∂σss
∂s

+ ∂τsn
∂n

+ ∂τsz
∂z

= 0, (2.136)

∂τsn
∂s

+ ∂σnn
∂n

+ ∂τzn
∂z

= 0, (2.137)

∂τsz
∂s

+ ∂τzn
∂n

+ ∂σzz
∂z

= 0. (2.138)

Sostituendo le Eqs. 2.131-2.135 nelle espressioni 2.136 - 2.138 risulta:

n(∂σ
B(A)
ss

∂s
+ ∂τ

B(A)
sz

∂z
) + ∂σ

M(R)
ss

∂s
+ ∂τ

M(R)
sz

∂z
+ dg
dn
τB(R)sn = 0, (2.139)

n(∂τ
B(A)
sz

∂s
+ ∂σ

B(A)
zz

∂z
) + ∂τ

M(R)
sz

∂s
+ ∂σ

M(A)
zz

∂z
+ dg
dn
τB(R)zn = 0. (2.140)

Le equazioni sopra riportate devono essere soddisfatte per qualsiasi valore di n. Tale
condizione consente di scrivere:

∂σ
M(R)
ss

∂s
+ ∂τ

M(R)
sz

∂z
= 0, (2.141)

∂τ
M(R)
sz

∂s
+ ∂σ

M(A)
zz

∂z
= 0, (2.142)

n(∂σ
B(A)
ss

∂s
+ ∂τ

B(A)
sz

∂z
) + dg

dn
τB(R)sn = 0, (2.143)

n(∂σ
B(A)
zz

∂z
+ ∂τ

B(A)
sz

∂s
) + dg

dn
τB(R)zn = 0. (2.144)

Infine, le Eqs. 2.141-2.144 consentono di ricavare le componenti reattive incognite,
in funzione delle componenti attive delle tensioni, secondo le relazioni riportate di
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seguito:

τM(R)zs = −∫
s

∂σ
M(A)
zz

∂z
+ α1, (2.145)

σM(R)ss = −∫
s

∂τ
M(R)
zs

∂z
+ α2, (2.146)

τB(R)zn = − 1

β

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

∂σ
B(A)
zz

∂z
+ ∂τ

B(A)
zs

∂s

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
, (2.147)

τB(R)sn = − 1

β

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

∂σ
B(A)
ss

∂s
+ ∂τ

B(A)
zs

∂z

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
, (2.148)

dove coefficienti α1 e α2 rappresentano le constanti di integrazione che possono
essere determinate mediante le condizioni al contorno.

Le Eqs.2.145-2.148 coinvolgono le derivate prime e seconde delle componenti di
sforzo attive e, quindi, degli sforzi generalizzati ottenibili dalla soluzione agli elementi
finiti. Pertanto, per garantire l’affidabilità della procedura illustrata, può essere
necessario operare una preventiva ricostruzione degli sforzi generalizzati (impiegando
ad esempio la procedura Recovery by Compatibility in Patches [58] estesa al caso
corrente) che ne garantisca la derivabilità richiesta.

2.11 Formulazione non lineare

In questo paragrafo è presentata una formulazione non lineare basata sulla cosidetta
teoria al second’ordine. In particolare vengono impiegate le deformazioni al secondo
ordine di Von Kàrmàn espresse nella forma seguente:

2ndεzz = 1

2
[(∂dn

∂z
)

2

+ (∂ds
∂z

)
2

+ (∂dz
∂z

)
2

] (2.149)

2ndεss = 1

2
[(∂dn

∂s
)

2

+ (∂ds
∂s

)
2

+ (∂dz
∂s

)
2

] (2.150)

2ndγzs = 1

2
(∂dn
∂z

∂dn
∂s

+ ∂ds
∂z

∂ds
∂s

+ ∂dz
∂z

∂dz
∂s

) (2.151)

2ndγzn = 1

2
(∂dn
∂z

∂dn
∂n

+ ∂ds
∂z

∂ds
∂n

+ ∂dz
∂z

∂dz
∂n

) (2.152)
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Sostituendo quindi le Eq. 2.13-2.15 nelle Eq. 2.149-2.151 si ottengono le seguenti
espressioni:

2ndεzz = 1

2
vT (ξTξ +ψTψ)v′ + 1

2
w′T (ωTω)w′ (2.153)

2ndεss = 1

2
vT (

○

ψ
T ○

ψ +
○

ξ
T ○

ξ)v + 1

2
wT ( ○

ω
T ○

ω)w (2.154)

2ndγzs = 1

2
wT ( ○

ω
T
ω)w′ + 1

2
vT (

○

ξ
T

ξ +
○

ψ
T

ψ)v′ (2.155)

2ndγzn = −1

2
v′

T (ξT
○

ψ)v − 1

2
wT (ωTψ)w (2.156)

A partire da tali relazioni può quindi essere valutato il contributo al secondo ordine
del lavoro virtuale, scritto come di seguito riportato:

2ndW
(i)
int = ∫

V
(σzzδ2ndεzz + σssδ2ndεss + τzsδ2ndγzs + τznδ2ndγzn)dV (2.157)

Le tensioni dell’Eq. 2.157 vengono ottenute a partire dalla soluzione lineare me-
diante le equazioni di legame costitutivo. In alternativa possono essere impiegate le
tensioni ricostruite mediante l’imposizione delle condizioni di equilibrio, cos̀ı come
mostrato nel paragrafo precedente. A tal proposito, si fa notare che la formulazio-
ne classica GBT (che non considera la deformabilità tagliante) debba necessaria-
mente ricorrere ad uno procedura di recupero degli sforzi, in quanto altrimenti le
componenti di tensione tangenziali risulterebbero, per via elasto cinematica, nulle.
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Capitolo 3

Recupero delle teorie
classiche di trave

Abstract

In this chapter it is shown how it is possible to recover classical beam theories
from the Generalized Beam Theory proposed in the previously. In particular, after
introducing some geometric relations, it will be shown how it is possible to recover
classical beam theories, also with shear deformation, taking as a reference the Vlasov
shear deformable theory and the theory of Capurso; and also how these can be
reduced to the classic theory of Vlasov without shear deformation. In this sense, an
example is presented in which the influence of shear deformability on the torsional
behavior of a beam is analyzed.

Sommario

In questo capitolo verrà mostrato come è possibile recuperare le classiche teorie di
trave a partire dalla Generalized Beam Theory proposta nel capitolo precedente. In
particolare dopo aver introdotto alcune relazioni geometriche verrà mostrato come
sia possibile recuperare le teorie classiche, anche quelle che prevedono deformabi-
lità tagliante, facendo riferimento in particolar modo alla teoria di Vlasov arricchita
con deformabilità tagliante e alla teoria di Capurso, e come da queste ci si possa
ricondurre alla classica teoria di Vlasov non deformabile a taglio.
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A tal proposito è presentato un esempio in cui verrà valutata l’influenza della
deformabilità tagliante sul comportamento torsionale di una trave.

3.1 Relazioni geometriche

Si consideri la i-esima parete appartenente alla generica sezione trasversale riportata
in Fig. 3.1. Sia quindi assunto oltre al sistema di riferimento locale della parete
onsz, un altro sistema di riferimento esterno, Gxyz, detto globale e centrato nel
baricentro G della sezione. Gli assi nel piano della sezione siano individuati rispetti-
vamente dai versori en ed es per il rifermento locale, e da ex ed ey per il riferimento
globale. In particolare i versori ex ed ey individuano le direzioni degli assi principali
di inerzia della sezione considerata.
Indicato quindi con r il vettore posizione di un punto P sulla generica parete, rispetto

 

 

 

G x,ex 

y,ey 

C o r0 

n, en 

η r rm 

P 

s, es 

Figura 3.1: Sistema di riferimento locale onsz e sistema di riferimento globale Gxyz

al centro di taglio C (Fig. 3.1), questo può essere scritto come:

r = rm + nen, (3.1)

dove rm è il vettore posizione della proiezione del punto P sulla linea media. Definito
invece ro, il vettore posizione dell’origine o del sistema di riferimento locale della
parete, rispetto al centro di taglio C, e definite le sue proiezioni sugli assi locali s
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ed n,

ros = rT
o es, (3.2)

ron = rT
o en, (3.3)

le proiezioni del generico vettore posizione r sugli assi locali possono essere scritte
come:

rT es = ros + s, (3.4)

rT en = ron + n. (3.5)

Ricordando che si sta impiegando la seguente notazione:

○

( ) = ∂s,
×

( ) = ∂n, ( )′ = ∂z, (3.6)

per indicare le derivate rispetto a s, n e z, i versori del sistema locale ons, possono
essere espressi nella forma seguente:

es = [
○

x
○

y
] , en =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

×

x
×

y

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
, (3.7)

mentre i versori relativi al nel sistema di riferimento globale possono essere scritti
come:

ex =
⎡⎢⎢⎢⎣

×

x
○

x

⎤⎥⎥⎥⎦
, ey =

⎡⎢⎢⎢⎣

×

y
○

y

⎤⎥⎥⎥⎦
. (3.8)

Analogamente a quanto fatto in precedenza, nel sistema di riferimento globale, la
posizione del generico punto P può essere scritta mediante le seguenti espressioni:

x = x0 − s sinη + n cosη = xm + n cosη, (3.9)

y = y0 + s cosη + n sinη = ym + n sinη. (3.10)

Risultano inoltre valide le seguenti poszioni:

○

x = − sinη,
×

x = cosη, (3.11)
○

y = cosη,
×

y = sinη. (3.12)

Per semplicità di trattazione nei prossimi paragrafi verrà assunto un legame di ti-
po monoassiale oltre che per descrivere il comportamento membranale anche per
descrivere il comportamento flessionale delle pareti. In particolare, ricordando la
relazione 2.85, tale assunzione porta per i modi flesso-taglianti a considerare ω = ω̄.
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3.2 Torsione non uniforme con deformabilità taglian-
te

In questo paragrafo verrà mostrato come è possibile recuperare la teoria di trave con
torsione non uniforme deformabile a taglio a partire dalla Generalized Beam Theory
proposta nel capitolo precedente.
Si consideri una sezione trasversale qualsiasi con almeno quattro nodi naturali e siano
considerati nella CSA solamente i modi deformativi flesso-taglianti fondamentali.
A partire dalle Eqs. 2.13-2.15, vengono esplicitati per componenti i vettori che
collezionano i parametri cinematici incogniti v̂ e ŵ e le funzioni ψ̂, ξ̂ e ω̂ che
descrivono i modi deformativi nello spazio modale (si ricorda che nello spazio modale
le quantità sono indicate con il simbolo ˆ), come di seguito riportato:

v̂(z) = [ v̂1 v̂2 v̂3 v̂4 ... ]T
(3.13)

ŵ(z) = [ ŵ1 ŵ2 ŵ3 ŵ4 ... ]T
(3.14)

ψ̂(s) = [ ψ̂1 ψ̂2 ψ̂3 ψ̂4 ... ] (3.15)

ξ̂(s, n) = [ µ̂1 − nψ̂1 µ̂2 − nψ̂2 µ̂3 − nψ̂3 µ̂4 − nψ̂4 ... ] (3.16)

ω̂(s, n) = [ ϕ̂1 − n
○

ψ̂1 ϕ̂2 − n
○

ψ̂2 ϕ̂3 − n
○

ψ̂3 ϕ̂4 − n
○

ψ̂4 ... ] (3.17)

Si assume per semplicità di trattazione, di trascurare i modi di ordine superio-
re e quindi di considerare solo i primi quattro modi flesso-taglianti fondamentali.
Il campo di spostamento risulta pertanto essere espresso nella forma di seguito
riportata:

d̂n(n, s, z) = ψ̂1v̂1 + ψ̂2v̂2 + ψ̂3v̂3 + ψ̂4v̂4, (3.18)

d̂s(n, s, z) = ξ̂1v̂1 + ξ̂2v̂2 + ξ̂3v̂3 + ξ̂4v̂4, (3.19)

d̂z(n, s, z) = ω̂1ŵ1 + ω̂2ŵ2 + ω̂3ŵ3 + ω̂4.ŵ4 (3.20)

Ribadendo che la cinematica sopra riportata è definita nello spazio modale, si può
dimostrare che per i primi 4 modi flesso-taglianti, le componenti delle funzioni ψ,
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ϕ, µ assumono il seguente significato:

µ̂1 = 0, ϕ̂1 − nψ̂1 = 1, ψ̂1 = 0, ϕ̂1 = 1,
○

µ̂1 = 0,
○

ψ̂1 = 0,

µ̂2 =
○

x, ϕ̂2 − nψ̂2 = −x, ψ̂2 =
×

x ϕ̂3 = −xm,
○

µ̂2 = 0,
○

ψ̂2 = 0,

µ̂3 =
○

y, ϕ̂3 − nψ̂3 = −y, ψ̂3 =
×

y, ϕ̂3 = −ym,
○

µ̂3 = 0,
○

ψ̂3 = 0,

µ̂4 =
○

φm, ϕ̂4 − nψ̂4 = −φ, ψ̂4 =
×

φ, ϕ̂4 = −φm,
○

µ̂4 = 0
○

ψ̂4 = −1,

(3.21)

dove φ è la funzione di ingobbamento:

φ(s, n) = φm(s) − nφt(s), (3.22)

con:
○

φm = rT
men, φt = rT

mes e
○

φ = rTen − 2n,
×

φ = −rTes.

Al fine di rendere immediata la comprensione, nel seguito, si andranno a rinominare
i parametri cinematici come mostrato in Fig. 3.2 e come di seguito riportato:

ŵ1 ⇒ vz
v̂2 ⇒ vx ŵ2 ⇒ θy
v̂3 ⇒ vy ŵ3 ⇒ −θx
v̂4 ⇒ θz ŵ4 ⇒ wφ

(3.23)

Andando quindi a sostituire le posizioni 3.21 e 3.23 nelle Eqs. 3.18-3.20, la cine-
matica assume la forma seguente:

d̂n =
×

x vx +
×

y vy −
×

φ θz, (3.24)

d̂s =
○

x vx +
○

y vy + (
○

φ + n)θz, (3.25)

d̂z = vz − x θy + y θx − φ wφ. (3.26)

Introducendo la definizione di enx e eny per indicare rispettivamente la componente
x ed y del versore en, e in maniera analoga esx e esy per le componenti del versore
es, la stessa cinematica può essere anche espressa come:

d̂n = enxvx + enyvy − rTesθz = vn − rTesθz, (3.27)

d̂s = esxvx + esyvy − rTenθz = vs − rTenθz, (3.28)

d̂z = vz − x θy + y θx − φ wφ. (3.29)
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Figura 3.2: Significato fisico dei nuovi paramatri

Nelle Eqs. 3.27-3.29 i termini vn e vs rappresentano gli spostamenti medi della
sezione in direzione n ed s.
Si fa rilevare inoltre che a differenza della teoria classica alla Vlasov risulta θ′z ≠ ωφ
in quanto ωφ è la somma della derivata dell’angolo di rotazione torsionale e di uno
scorrimento torsionale.
Conseguentemente alle posizioni fatte, le componenti non nulle del vettore delle

deformazioni generalizzate e = [ χ β γ ]T
, risultano essere le seguenti:

χ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ε
χy
χx
χφ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

v′z
θ′y
θ′x
w′

φ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, (3.30)

β = [ 1
2
(θ′z +wφ) = θ′z − 1

2
γφ ] , (3.31)

γ =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

γx
γy
γφ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

v′x − θ′y
v′y − θ′x
θ′z −w′

φ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
. (3.32)

In particolare le componenti del vettore α non sono state riportate in quanto tutte
nulle. Analogamente sono state omesse le componenti β1, β2, β3 del vettore β e
la componente γ1 del vettore γ, in quanto corrispondenti a modi a deformazione
nulla.
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I sotto-vettori del vettore degli sforzi generalizzati s = [ M T V ]T
associati a

deformazioni non nulle risultano quindi essere i seguenti:

M =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

N
Mx

My

B

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, T = [ T ] , V =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Vx
Vy
Vφ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
. (3.33)

le cui componenti ottenute andando a sostituire le posizioni 3.21 nelle Eqs. 2.98-
2.99 assumono la forma riportata di seguito:

N = ∫
A
σzzdA, My = ∫

A
−xσzzdA, Mx = ∫

A
−yσzzdA, (3.34)

B = ∫
A
−φσzzdA, T = ∫

A
2nτzsdA, (3.35)

Vx = ∫
A
(○xτzs +

×

xτzn)dA = ∫
A
τT
z exdA, (3.36)

Vy = ∫
A
(○yτzs +

×

yτzn)dA = ∫
A
τT
z eydA, (3.37)

Vφ = ∫
A
(
○

φ ∣n=0 τzs +
×

φ ∣n=0 τzn)dA = ∫
l
t(r × τ̄ z)Tez. (3.38)

Si rileva come:

� le Eqs. 3.34 rappresentino le classiche definizioni di sforzo normale, e mo-
mento flettente nelle direzioni principali di inerzia della sezione,

� le Eqs. 3.35 siano rispettivamente l’espressione del bimomento alla Vlasov e
l’espressione della torsione uniforme alla DSV,

� le Eqs. 3.36-3.37 siano le espressioni del taglio nelle due direzioni principali
di inerzia,

� mentre l’Eqs. 3.38 rappresenti il momento di warping ottenuto come prodotto
vettore tra il vettore posizione r rispetto al centro di taglio e le tensioni
tangenziali medie τ̄ z sullo spessore.

Una rappresentazione grafica di tali componenti è riportata in Fig. 3.3.
Nel caso in esame, i vettori delle forze generalizzate nel piano e fuori piano della
sezione assumono la forma seguente:

fv =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

fv
fy
cz

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, fw =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

fz
cy
cx
cφ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(3.39)
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x Mx

y

G
My

Vx

Vy

T

V

N

Figura 3.3: Rappresentazione grafica degli sforzi generalizzati.

e le rispettive componenti, rappresentate in Fig. 3.4, sono ottenute mediante le
relazioni di seguito riportate:

fx = ∫
l
(×xqn +

○

xqs)ds = ∫
l
qT
inexds, (3.40)

fy = ∫
l
(×yqn +

○

yqs)ds = ∫
l
qT
ineyds, (3.41)

cz = ∫
l
(
×

φ ∣n=0 qn +
○

φ ∣n=0 qs)ds + ∫
l
msds = ∫

l
[(r × qin)Tez +ms]ds, (3.42)

fz = ∫
A
bzdA, cy = ∫

A
−xbzdA, (3.43)

cx = ∫
A
ybzdA, cφ = ∫

A
−φbzdA. (3.44)

Le equazioni di equilibrio possono essere scritte in forma estesa nella seguente forma:

Tesi di Dottorato R. Miletta



Capitolo 3. Recupero delle teorie classiche di trave 81

x cx

y

G

cyfx

fy

C

cz
fz

Figura 3.4: Rappresentazione grafica delle forze generalizzate.

−V ′

x − fx = 0, (3.45)

−V ′

y − fy = 0, (3.46)

−1

2
T ′ − V ′

φ − cz = 0, (3.47)

−N ′ − fz = 0, (3.48)

−M ′

y − Vx − cy = 0, (3.49)

−M ′

x − Vy − cx = 0, (3.50)

−B′ + 1

2
T − Vφ − cφ = 0. (3.51)

Definito il momento torcente totale come Mz =
T

2
+Vφ, la relazione 3.51 può essere

riscritta nella forma seguente:

−B′ + T −Mz − cφ = 0. (3.52)
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Impiegando le equazioni costituitive, gli sforzi generalizzati possono essere scritti
nella seguente forma:

N = (∫
A
EdA) ε = EAε, (3.53)

Mx = (∫
A
Ey2dA)χx = EIxχx, (3.54)

My = (∫
A
Ex2dA)χy = EIyχy, (3.55)

B = (∫
A
Eφ2dA)χω = EΓχφ, (3.56)

T = (∫
A

4Gn2dA)β = GJtβ, (3.57)

Vx = (∫
A
GeT

x exdA)γx − (∫
A
GrT

meydA)γφ = GAγx +GAycγφ, (3.58)

Vy = (∫
A
GeT

y eydA)γy − (∫
A
GrT

mexdA)γφ = GAγy −GAxcγφ, (3.59)

Vφ = (∫
A
Gr2

mdA)γφ − (∫
A
GrT

meydA)γx + (∫
A
GrT

mexdA)γy = (3.60)

= GĪcγφ +GAycγx −GAxcγy. (3.61)

con Īc = ĪG+A(x2
c+y2

c). Nella relazione precedente si è indicato con ĪG il momento
di inerzia polare della sezione rispetto al baricentro, calcolato assumendo l’appros-
simazione di sezione in parete sottile e con ĪC la stessa quantità rispetto al centro
di taglio.

3.2.1 Alcune osservazioni

1. Il minore CV della matrice di legame, assume la forma di seguito riportata:

CV = G
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

A 0 Ayc
A −Axc

Īc

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
. (3.62)

Nella decomposizione modale (Appendice A), i due assi principali possono
essere individuati diagonalizzando il minore 2 × 2 (in alto a sinistra) e nor-
malizzando la sotto matrice in modo che sulla diagonale compaia l’area della
sezione trasversale. Dai termini in terza colonna si ricava la posizione del
centro di taglio.

Tesi di Dottorato R. Miletta



Capitolo 3. Recupero delle teorie classiche di trave 83

2. Se nella procedura di decomposizione modale nella risoluzione del problema

generalizzato agli autovalori (C(f)S − λiC(f)M )Λi si sostituisse alla matrice

CM , la matrice CV , si otterrebbero le quantità riferite al baricentro, invece
che al centro di taglio. In questo modo non ci sarebbe più accoppiamento tra
i tagli e il bi-taglio, tuttavia, in tale riferimento, chiaramente nascerebbero
degli accoppiamenti tra i tagli e la torsione alla de Saint Venant. Indicando
infatti le quantità riferite al baricentro con il simbolo ”̄ ”, come mostrato in
Fig. 3.5, il legame tra tagli, bitaglio e rispettivi scorrimenti risulta essere
diagonale ed in particolare: seguenti relazioni:

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

V̄x
V̄y
V̄φ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

A
A

ĪG

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

γ̄x
γ̄y
γ̄φ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
. (3.63)

Vω

x

y
Vx

Vy

x

y

C
Vω

Vx
Vy

(a) (b)

Figura 3.5: Tagli e bitaglio riferiti al centro di taglio (a) e al baricentro (b).

3. Come era lecito attendersi infine, nella matrice CV non compaiono i fattori
di correzione a taglio (κx = κy = 1 e κxy = 0), indipendentemente dalla
forma della sezione. La correzione a taglio viene infatti introdotta mediante
l’arricchimento della descrizione del warping ottenuta aggiungendo i modi con
ingobbimento non lineare. In tal caso infatti, nascono degli accoppiamenti tra
il taglio e gli sforzi generalizzati associati a tali modi deformativi.
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3.3 Teoria di Capurso

In questo paragrafo sulla base della cinematica proposta in precedenza, che come
visto consente di recuperare completamente la teoria di trave alla Vlasov deforma-
bile a taglio a partire dalla Generalized Beam Theory, verrà in maniera analoga,
presentata la procedura che consente di ricondursi alla teoria di trave proposta da
Capurso. A tal fine nella procedura di Cross Section Analysis necessaria nella GBT
per definire i modi deformativi ammissibili per la trave, si considereranno oltre agli
stessi modi flesso-taglianti fondamentali in precedenza impiegati, anche un certo
numero di modi con ingobbamento non lineare definiti sui nodi interni della sezione.
Sotto queste ipotesi, a partire dalle 3.27-3.29, la cinematica può quindi essere scritta
come di seguito:

dn(n, s, z) = vn − rTesθz, (3.64)

ds(n, s, z) = vs − rTenθz, (3.65)

dz(n, s, z) = vz − x θy + y θx − φ wφ +∑
i

ϕi wi. (3.66)

in cui come atteso, l’aggiunta di modi con ingobbamento non lineare non porta
alcun contributo nella definizione degli spostamenti nel piano della sezione, ma solo
un arricchimento dello spostamento lungo la linea d’asse. In particolare, tale con-
tributo è definito come una sommatoria di combinazioni lineari tra le funzioni ϕi
definite nel piano della sezione, e i parametri cinematici associati wi.
È bene precisare, che in realtà rispetto alla teoria di Capurso le funzioni ϕi non sono
auto funzioni del problema considerato, ma funzioni lineari a tratti. Rammentando
però che i modi con ingobbamento non lineare, che consentono tale arricchimento,
sono definiti sui nodi interni della sezione trasversale e quindi la loro posizione e la
loro numerosità non dipende dalla geometria della sezione trasversale considerata, si
può concludere dicendo che impiegando un certo numero di nodi interni e quindi di
modi deformativi, questi recuperino e approssimino accuratamente le auto-funzioni
impiegate nella classica teoria di Capurso. In alternativa, si potrebbero assumere
come funzioni ϕi proprio le auto-funzioni.

Chiarito tale aspetto, dal campo di spostamento associato ai soli modi con ingobba-
mento non lineare, vengono ricavati i contributi al vettore deformazioni generalizzate
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le cui i-esime componenti risultano essere le seguenti:

αi = 0, (3.67)

χi ≠ 0, (3.68)

βi = 0, (3.69)

γi ≠ 0. (3.70)

Le componenti di sforzo generalizzate non nulle, associate ai parametri relativi ai
modi con ingobbamento non lineare, possono quindi essere scritte come di seguito
riportato:

Mi = ∫
A
ϕiσzzdA, Vi = −∫

A

○

ϕiτzsdA. (3.71)

Analogamente le uniche componenti non nulle del vettore dei carichi generalizzati
sono le seguenti:

ci = ∫
A
ϕibzdA. (3.72)

Le equazioni di equilibrio aggiuntive associate sono quindi del tipo:

−M ′

i − Vi − ci = 0. (3.73)

La matrice di rigidità C della sezione associata a tali sforzi può essere ottenuta
attraverso il principio dei lavori virtuali ed in particolare il legame tra sforzi M e
deformazioni generalizzate relativi ai parametri χ è del tipo:

Mi = EIiχi, (3.74)

dove Ii = ∫A ϕ2
idA.

Il legame tra le deformazioni generalizzate γ e gli sforzi generalizzati associati,
posto V = [Vl,Vh], in cui si sono distinti con il pedice l le componenti di sforzo
generalizzate associate ai quattro modi flesso-taglianti fondamentali e con il pedice
h le componenti dello stesso vettore associate ai rimanenti parametri e ai modi con
ingobbamento non lineare, viene espresso come mostrato di seguito:

[ Vl

Vh
] = [ C

(l)
v C

(lh)
v

sym C
(h)
v

] [ γl
γh

] . (3.75)

Nelle relazioni precedenti in particolare sono state fatte le seguenti posizioni:

γl = [ γx γy γφ ]T
, γh = [ γi ] , (3.76)
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Vl = [ Vx Vy Vφ ]T
, Vh = [ Vi ] . (3.77)

Le generiche componenti delle matrici C
(l)
v , C

(h)
v e C

(lh)
v sono ottenute mediante

le seguenti equazioni :

{ C
(h)
v }ii = GAi, conAi = ∫

A

○

ϕi
2
dA, (3.78)

{ C
(lh)
v }1i = −G∫

A

○

xm
○

ϕidA, (3.79)

{ C
(lh)
v }2i = G∫

A

○

ym
○

ϕidA, (3.80)

{ C
(lh)
v }3i = −G∫

A

○

φm
○

ϕidA. (3.81)

In particolare si osserva che:

� la matrice C
(h)
v risulta diagonale,

� ci sia accoppiamento tra le componenti γl e le componenti γh.

3.4 Trave indeformabile a taglio

In analogia a quanto fatto in precedenza in questo paragrafo si mostrerà come è
possibile a partire dalla GBT scritta nella nuova formulazione, recuperare la teoria
di trave GBT classica, indeformabile a taglio. In particolare a tal fine si assume

che γzn = γ(M)zs = 0. Affinchè tale condizione sia soddisfatta, a partire da quanto
mostrato nel paragrafo 3.2, è sufficiente porre:

γ = 0. (3.82)

Conseguentemente risulta:
w = v′, (3.83)

e le componenti di deformazione generalizzate si riducono alla forma seguente:

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

α
χ
β

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
∂2
z

∂z

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
[ v ] . (3.84)

Mediante l’operatore aggiunto formale dell’operatore differenziale delle 3.84, si
ottengono le equazioni di equilibrio scritte come di seguito riportato:

S +M′′ −T′ − fv = 0, (3.85)
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con le relative condizioni al contorno:

T −M′ − fw = ±Q̄, oppure v = v̄, (3.86)

M = ±W̄, oppure v′ = w̄. (3.87)

3.5 Esempio di torsione non uniforme con deforma-
bilità tagliante

Si consideri una trave soggetta a torsione non uniforme. Per semplicità di tratta-
zione, si assuma che la sezione trasversale abbia due assi di simmetria xc = yc = 0,
e che cφ = cz = 0.
Le relative equazioni di equilibrio, ottenute come mostrato nel paragrafo 3.2, pos-
sono quindi essere scritte nella seguente forma:

−EΓχ′φ +
1

2
GJtβ −GĪcγφ = 0, (3.88)

−1

2
GJtβ

′ −GĪcγ′φ = 0. (3.89)

Le relative condizioni al contorno sono di seguito riportate:

EΓχφ = ±W̄ , oppure wz = w̄, (3.90)

1

2
GJtβ +GĪcγφ = ±Q̄, oppure θz = θ̄z. (3.91)

Andando quindi a sostituire le equazioni di congruenza (Eqs. 2.25-2.28):

χφ = w′

φ = (θ′z − γφ)′, (3.92)

β = 1

2
(θ′z +wφ) = θ′z −

1

2
γφ, (3.93)

γφ = θ′z −wφ, (3.94)

nelle Eqs. 3.88-3.89 si ottengono le seguenti espressioni:

−EΓw′′

φ +
1

4
GJt(θ′z +wφ) −GĪc(θ′z −wφ) = 0, (3.95)

[−1

4
GJt(θ′z +wφ) −GĪc(θ′z −wφ)]

′

= 0. (3.96)
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A seguito di manipolazioni algebriche l’Eq. 3.95 si può quindi riscrivere come:

−EΓw′′

φ +
1

4
GĪc (1 + Jt

4Īc
)wφ −GĪc (1 − Jt

4Īc
) θ′z = 0, (3.97)

da cui si ottiene:

θ′z =
1

β
− EΓ

GĪc (1 − Jt
4Īc

)
w′′

φ, (3.98)

dove si è posto:

β =
1 − Jt

4Īc

1 + Jt
4Īc

. (3.99)

Sostituendo la 3.98 nella 3.96 risulta:

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

βwφ −
1

β
wφ +

EΓ

GĪc (1 − Jt
4Īc

)
w′′

φ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

′

= 0. (3.100)

La relazione 3.100 può essere riscritta nella forma seguente:

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Jt
Īc

(1 + Jt
4Īc

)(1 − Jt
4Īc

)
wφ +

EΓ

GĪc (1 − Jt
4Īc

)
w′′

φ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

′

= 0. (3.101)

Posto quindi:

α̂2 = GJt

EΓ(1 + Jt
4Īc

)
, (3.102)

la 3.101 assume la forma compatta di seguito riportata:

w′′′

φ − α̂2w′

φ = 0. (3.103)

Per risolvere l’equazione differenziale 3.103 si assume una soluzione del tipo:

wφ = Aeα̂z +Be−α̂z +C, (3.104)
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per cui andando a sostituire la 3.104 nella 3.98 si ottiene:

θ′z =
1

β
(Aeα̂z +Be−α̂z +C) − EΓα̂2

GJt (1 − Jt
4Īc

)
(Aeα̂z +Be−α̂z) , (3.105)

da cui:

θ′z = β (Aeα̂z +Be−α̂z) + 1

β
C. (3.106)

La relazione precedente si può quindi riscrivere come di seguito riportato:

θ′z = β (Aeα̂z +Be−α̂z + Ĉ) . (3.107)

(3.108)

Nell’espressione precedente si è posto:

Ĉ =
⎛
⎜⎜⎜
⎝

1 + Jt
4Īc

1 − Jt
4Īc

⎞
⎟⎟⎟
⎠

2

C = 1

β2
. (3.109)

Integrando la 3.107 può quindi essere ottenuta l’espressione relativa alla rotazione
torsionale nella forma seguente:

θz = β (A
α
eα̂z − B

α
eα̂z + Ĉz +D) . (3.110)

(3.111)

Per il problema in esame le condizioni al contorno risultano essere espresse dalle
seguenti relazioni:

wφ = w̄, oppure wφ = ±
w̄

EΓ
, (3.112)

θz = θ̄, oppure (1 + Jt
4Īc

) θ′z − (1 − Jt
4Īc

)wφ = ±
Q̄

GJt
, (3.113)

mentre l’espressione degli sforzi generalizzati diversi sono:

Mz = GJt [(1 + Jt
4Īc

) θ′z − (1 − Jt
4Īc

)wφ] , (3.114)

B = EΓw′

φ, (3.115)

T = 1

2
GJt(θ′z +wφ). (3.116)
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3.5.1 Esempio numerico

Come mostrato in Fig. 3.6, si consideri una trave incastrata di lunghezza l soggetta
ad un momento torcente concetrato Q̄, applicato all’estremo libero. Le condizioni

 

l 

Figura 3.6: Esempio 1

al contorno possono quindi essere espresse come:

θz(0) = 0, Mz(l) = Q̄, (3.117)

wφ(0) = 0, w′

φ(l) = 0. (3.118)

Nel caso particolare, le costanti A, B, C, e D dell’Eq. 3.110 assumono la forma
seguente:

C = Q̄

GJt
[1 − Jt

4Īc
] A = − C

1 + e2α̂l
(3.119)

B = −C e2α̂l

1 + e2α̂l
D = C

α

1 − e2α̂l

1 + e2α̂l
(3.120)

Andando a sostituire le relazioni 3.119-3.120 nella Eqs. 3.110 e 3.104 risulta:

θz = Q̄

GJt
(1 − J

4Īc
)[z − β2 e

α̂z + e2α̂l(1 − e−α̂z) − 1

α̂ (1 + e2α̂l) ] , (3.121)

wφ = Q̄

GJt
(1 + J

4Īc
)[1 − eα̂z + e2α̂l(1 − e−α̂z)

1 + e2α̂l
] . (3.122)

L’angolo di torsione θz secondo la teoria di Vlasov, che si rammenta considera la
torsione non uniforme, ma non la deformabilità a taglio della trave, può essere
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espresso come:

θz = Q̄

GJt
(1 − J

4Īc
)[z − e

αz + e2αl(1 − e−αz) − 1

α (1 + e2αl) ] . (3.123)

Dal confronto tra l’Eq. 3.123 e l’Eq. 3.121 si rileva come la differenza tra le due
formulazioni sia dovuta ad un parametro ”correttivo” β che compare nella 3.121.
L’entità di tale parametro rappresenta l’influenza della deformabilità tagliante nella
formulazione di trave alla Vlasov.
Con particolare riferimento alla sezione a doppio T di Fig. 3.7 verrà valutata l’entità
di tale parametro. Si assume quindi:Esempio 

h = 40 cm 

d = 20 cm 

b = 1 cm 

b 

h 

d 

Figura 3.7: Caratteristiche sezione trasversale

ν = 0.25 per cui risulta G = 0.4E. (3.124)

Le rigidezze torsionali alla Saint Venant e alla Vlasov risultano quindi rispettiva-
mente essere pari a:

Jt =
80

3
cm4, (3.125)

Γ = 1.6

3
106 cm6, (3.126)

mentre il momento polare rispetto al centro di taglio Ic è ottenuto mediante
l’espressione di seguito riportata:

Ic =
2db3

12
+ 2db

h2

4
+ bdh

3

12
+ 2bd3

12
+ hb

3

12
= 372020

3
cm4. (3.127)
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Richiamando la definizione del parametro, per la sezione considerata risulta:

β =
1 − Jt

4Īc

1 + Jt
4Īc

= 0.9999, (3.128)

per cui β2 risulta pari a 0.9998. Si può rilevare, essendo il parametro β ≈ 1, che la
deformabilità tagliante per la sezione considerata è trascurabile.
Concludendo, in modo del tutto analogo a quanto fatto precedentemente si sono
considerare altre due sezioni con caratteristiche geometriche differenti e si è calcolato
il parametro β.
In particolare si è assunto nel primo caso:

h = 20 cm, d = 20 cm, b = 2 cm. (3.129)

Risulta che
Jt
4Ic

= 1.10 ⋅ 10−3 per cui β = 0.998.

Nel secondo caso si è assunto:

h = 10 cm, d = 10 cm, b = 2 cm. (3.130)

Risulta che
Jt
4Ic

= 6.60 ⋅ 10−3 per cui β = 0.999.

Concludendo si può dire che anche in questi casi la deformabilità tagliante nella
formulazione di trave alla Vlaosv può essere trascurata.
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Capitolo 4

Modellazione agli elementi
finiti

Abstract

In this chapter a compatible formulation for a finite element based on the new
Generalized Beam Theory proposed on chapter 3 is formulated.
The element has been implemented in a calculation engine called CAPS2. The
approach used and the choices made in the formulation are described below. Finally,
a series of numerical results will be shown, in which both previous works present in
the literature and tridimensional FEM models developed using commercial software
are used as references.

Sommario

In questo capitolo verrà presentata la classica formulazione compatibile di un ele-
mento finito basato sulla Generalized Beam Theory scritta nella nuova formulazione
proposta nel Capitolo 3.
L’elemento è stato implementato in un codice di calcolo chiamato CAPS2. Di se-
guito, verrà descritto l’approccio e le scelte compiute in tale contesto.
Saranno infine mostrati una serie di risultati numerici, in cui si sono assunti come
riferimento lavori presenti in letteratura e risultati forniti da modelli tridimensionali

93



94 Capitolo 4. Modellazione agli elementi finiti

ottenuti mediante software commerciali.

4.1 Formulazione compatibile

La trave è suddivisa in elementi finiti non sovrapposti e, su ciascun elemento, gli
spostamenti generalizzati sono espressi come:

u(z) = N(z)q, (4.1)

dove q è il vettore dei parametri nodali e N invece, la matrice che colleziona le

Figura 4.1: Geometria dell’elemento finito

funzioni di interpolazione.
Con tale assunzione, il principio dei lavori virtuali consente di ricavare, per il generico
elemento finito, la relazione tra spostamenti nodali q e carichi nodali equivalenti g:

Kq = g (4.2)

dove K è la matrice di rigidezza:

K = ∫
Le

0
(DN)T

C(DN) dz (4.3)

avendo indicato con Le la lunghezza del generico elemento finito. Seguono le
ordinarie procedure di assemblaggio e di imposizione delle condizioni al contorno.

4.2 Alcuni esempi

Nel seguito verranno mostrati alcuni esempi numerici. In particolare, si focalizzerà
l’attenzione sull’influenza della deformabilità a taglio e della distorsione di sezione,
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nonchè sulla ricostruzione dello stato tensionale tridimensionale, mediante il con-
fronto tra i risultati ottenuti impiegando la GBT nella formulazione proposta, i risul-
tati presenti in letteratura e i risultati ottenuti da modelli tridimensionali mediante
software commerciali agli elementi finiti.

4.2.1 Esempio 1

Si consideri la trave a mensola soggetta ad un carico distribuito applicato cos̀ı come
mostrato in Fig. 4.2. Il materiale è acciaio e le dimensioni della sezione trasversale

p 
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t
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n 

x 

y 

z 

Mz

L 
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x G 

t 
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3 4 

1 2 
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w

h 

y 
b 

x G 

p y 

2 3

4 5 
6 
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b 
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Mz

1

1 

3

4

G 

Figura 4.2: Trave a mensola soggetta con sezione a Z soggetta ad un carico
uniformemente distribuito.

sono come di seguito riportato: b = 120 mm, h = 180 mm, t =2 mm e L=2000
mm. Il carico distribuito p applicato è pari a 10 N/mm. Il test si prefigge l’obiettivo
di valutare l’influenza della distorsione di sezione e sono per questo considerati e
confrontati i risultati ottenuti considerando:

1. solo i quattro modi deformativi flesso-taglianti fondamentali, tali per cui la
sezione rimane rigida nel proprio piano (nei grafici seguenti indicati con ”GBT
Fond.”);

2. quattro modi deformativi flesso-taglianti fondamentali più due modi flesso-
taglianti locali associati ai nodi di estremità (nei grafici seguenti indicati con
”GBT Fond. + Ext. Loc”);

3. quattro modi deformativi flesso-taglianti fondamentali più modi flesso-taglianti
locali associati ai soli nodi interni (nei grafici seguenti indicati con ”GBT Fond.
+ Int. Loc”);
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4. quattro modi deformativi flesso-taglianti fondamentali più modi flesso-taglianti
locali associati ai nodi di estremità e a nodi interni (nei grafici seguenti indicati
con ”GBT Fond. + Ext. Loc + Int. Loc”).

Si sono assunti come riferimento i risultati ottenuti mediante una modellazione tri-
dimensionale a base di elementi shell ottenuta con il software commerciale Abaqus,
Fig. 4.3.
Di seguito sono quindi mostrati i risultati delle analisi lineari statiche svolte, in ter-

U, Magnitude

+0.000e+00
+6.854e+00
+1.371e+01
+2.056e+01
+2.742e+01
+3.427e+01
+4.112e+01
+4.798e+01
+5.483e+01
+6.168e+01
+6.854e+01
+7.539e+01
+8.225e+01

Step: Step−1
Increment      1: Step Time =    1.000
Primary Var: U, Magnitude
Deformed Var: U   Deformation Scale Factor: +2.432e+00

ODB: Job−1.odb    Abaqus/Standard 6.12−1    Thu Mar 28 18:23:30 ora solare Europa occidentale 2013

X

Y

Z

Figura 4.3: Deformata modello tridimensionale di Abaqus

mini di spostamento adimensionalizzato rispetto alla quantità
pL4

dEI
. In particolare,

sono mostrati in Fig. 4.5 e Fig. 4.4, i risultati relativi al nodo 4. Sono inoltre con-
frontati in Fig. 4.6 gli spostamenti in direzione x relativi al nodo in cui è applicato
il carico esterno.
In particolare, dal grafico mostrato in Fig. 4.4 si rileva che, come atteso, lo sposta-
mento in direzione y del nodo 4, relativo ad una GBT con i soli modi fondamentali
”GBT Fond.” risulti nullo, in quanto, essendo il carico applicato lungo la retta
passante per il centro di taglio della sezione, questa non ruota e, mantenendosi
rigida nel proprio piano, subisce una traslazione in direzione x (Fig. 4.5). Il modello
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Figura 4.4: Spostamento in direzione y del nodo 4.

tridimensionale mostra però come tale spostamento in realtà sia diverso da zero, in
quanto la sezione distorcendosi tende a ”chiudersi”. A tal proposito si nota l’otti-
mo accordo tra i risultati ottenuti con una GBT arricchita con i modi locali (GBT
Fond.+Extr. Loc e GBT Fond.+Extr. Loc+ Int. Local) e i risultati di riferimento.
In particolare nel caso in cui siano presenti modi locali relativi ai nodi estremi e ai
nodi interni (GBT Fond.+Extr. Loc+ Int. Local) si rileva l’ottimo accordo con i
risultati del modello tridimensionale anche nel caso di effetti localizzati che si veri-
ficano in corrispondenza dell’estremo libero della trave.
In Fig. 4.6 è riportato lo spostamento in direzione y, del nodo in corrispondenza
del punto di applicazione del carico esterno. In particolare, si rileva come i risultati
ottenuti con la GBT via via sempre più ricca in termini di modi deformativi tendono
ad essere più prossimi a quelli di riferimento.
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Figura 4.5: Spostamento in direzione x del nodo 4.
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Figura 4.6: Spostamento in direzione x del punto di applicazione del carico.
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4.2.2 Esempio 2

In questo caso è presa in esame una trave a mensola, con sezione C, al cui estremo
libero è applicato un momento torcente concentrato T , cos̀ı come mostrato in
Fig.4.7. In particolare, seguendo l’esempio originale proposto da Capurso [26] si
è assunto: b = 3.5 m, h = 5 m, t =20 cm e L=20 m, materiale calcestruzzo e
momento torcente T applicato all’estremo libero pari a 1000 kNm.
Il test si prefigge l’obiettivo di valutare l’influenza della deformabilità tagliante.
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Figura 4.7: Trave a mensola soggetta ad un momento concentrato T in
corrispondenza dell’estremo libero.

Pertanto sono considerati nella procedura di Cross Section Analysis:

� quattro modi flesso-taglianti associati ai nodi naturali (nF = 4, nL = 0);

� quattro modi flesso-taglianti associati ai nodi naturali più tre modi locali
(nF = 4, nL = 3), ottenuti aggiungendo un nodo interno su ciascuna parete.
Per quest’ultimi, la distorsione di sezione è stata vincolata.
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I risultati ottenuti, espressi in termini di rotazione torsionale a diverse coordinate
della linea d’asse della trave, sono riportati in Tabella 4.1 insieme a quelli di lettera-
tura relativi alla teoria di Vlasov e alla teoria di Capurso, assunta come riferimento.
Si rileva che i risultati ottenuti sono paragonabili a quelli di riferimento già nel caso
siano considerati solo i quattro modi fondamentali (nF = 4, nL = 0). L’accuratezza
migliora ulteriormente considerando anche i modi locali. Aggiungendo ulteriori nodi
interni sulle pareti, e quindi modi deformativi locali, la soluzione converge a quella
di riferimento.

z/L Formulazione proposta
nF = 4, nL = 0 nF = 4, nL = 3

Capurso Vlasov

1/6 1.88 1.91 1.93 1.63
1/3 6.59 6.66 6.69 6.11
1/2 13.54 13.64 13.68 12.84
2/3 22.15 22.28 22.33 21.25
5/6 31.85 32.01 32.07 30.75

1 42.10 42.29 42.36 40.81

Tabella 4.1: Rotazione torsionale (milliradianti)
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4.2.3 Esempio 3

In questo esempio, si è considerata una trave a mensola soggetta ad un carico
distribuito applicato cos̀ı come mostrato in Fig. 4.8. In materiale è acciaio e le
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Figura 4.8: Trave a mensola soggetta con sezione a Z soggetta ad un carico
uniformemente distribuito.

dimensione della sezione trasversale le seguenti: b = 40 mm, h = 120 mm, t =1.5
mm, w =15 mm e L=500 mm.
L’esempio è stato svolto, al fine di valutare l’influenza della deformabilità taglian-
te, della distorsione di sezione e la loro mutua interazione. Sono stati pertanto
considerati i sei modi flesso-taglianti fondamentali associati ai nodi naturali, di cui
quattro prevedono l’indeformabilità nel piano della sezione, mentre due distorsione
di sezione.
I risultati ottenuti sono stati indicati con ”GBT w shear modes” nel caso in cui la
deformabilità tagliante è stata considerata, mentre al contrario con ”GBT wo shear
modes” nel caso in cui questa sia stata opportunamente vincolata. Tali risultati so-
no stati confrontati con i risultati ottenuti con una teoria di Vlasov, e con i risultati
di un modello tridimensionale agli elementi finiti assunto come riferimento.
In particolare in Fig. 4.9 è rappresentato lo spostamento adimensionalizzato (rispet-

to alla quantità pL4

EI
) in direzione y del nodo 4 . L’ottimo accordo tra la soluzione

”GBT wo S modes” e la soluzione di Vlasov mostra come l’influenza della distor-
sione di sezione nella determinazione di tale spostamento sia molto modesta. Al
contrario, dal confronto tra la soluzione di Vlasov e la soluzione di riferimento, ap-
pare chiara l’influenza della deformabilità tagliante.
Quanto detto trova chiaramente riscontro osservando le differenze tra i risultati
ottenuti con ”GBT wo S modes” in perfetto accordo con la teoria di Vlasov e i
risultati ottenuti invece con ”GBT w S modes” la cui accuratezza è paragonabile ai
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Figura 4.9: Trave a mensola soggetta con sezione a Z: spstamento in direzione y
del nodo 4.

risultati assunti come riferimento.
In Fig. 4.10 sono invece riportati, sempre per lo stesso esempio, gli spostamenti in
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Figura 4.10: Trave a mensola soggetta con sezione a Z: spstamento in direzione y
del nodo 2.
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direzione y del nodo 2, che come fatto in precedenza sono stati normalizzati rispetto

alla quantità pL4

EI
. Si mostra come per tale punto della sezione trasversale sia la de-

formabilità a taglio che la distorsione nel piano della sezione non siano trascurabili.
In particolare, le differenze tra ”GBT w S modes” e ”GBT wo S modes” consen-
tono di valutare l’incidenza della deformabilità tagliante, mentre dal confronto tra
i risultati ottenuti mediante la teoria di Vlasov e la GBT non deformabile a taglio
è possibile valutare l’influenza della distorsione di sezione. Anche in questo caso, si
rileva l’ottimo accordo tra la teoria proposta e i risultati di riferimento.
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4.2.4 Esempio 4

In questo esempio si è proceduto ad una validazione del modello di trave GBT,
attraverso il confronto con i risultati sperimentali relativi allo stato tensionale, trat-
ti da un lavoro presente in letteratura [10], in cui sono pubblicati alcuni risultati
sperimentali, confrontati con la teoria GBT classica. In particolare la struttura esa-
minata è una trave a mensola a sezione aperta non simmetrica, soggetta ad un
carico trasversale F , applicato in corrispondenza dell’estremo libero.
In Fig. 4.11 è riportata la geometria della sezione trasversale, lo spessore della se-
zione pari a 1.5 mm e la lunghezza totale della trave pari a 898 mm. Il materiale è
acciaio per cui si sono assunti: E = 210 000 MPa e ν= 0.3.
Di seguito verranno confrontati i risultati da letteratura con i risultati ottenuti im-
piegando la formulazione proposta, in termini di stato tensionale ed in particolare
l’attenzione verrà rivolta all’andamento della tensione normale (in direzione dell’asse
della trave) in determinati punti sulla sezione trasversale.
Nello specifico, si dispone infatti, dei risultati sperimentali, per tre differenti condi-

Figura 4.11: Modello analizzato: (a) dimensioni della sezione trasversale; (b) con-
dizioni di vincolo e di carico: (c) posizione di applicazione del carico sulla parete 2
della sezione.

zioni di carico, in due predefinite sezioni trasversali: ad x = 90 mm e ad x = 674
mm, in cui sono stati installati i dispositivi di misura (Fig. 4.12). In particolare, in
un caso, il carico è stato applicato in corrispondenza del centro di taglio, mentre
in altri due casi è stato applicato in maniera eccentrica, come mostrato in Fig. 4.13.

Considerato che i risultati sperimentali riportati in [10] sono realtivi alla com-
ponente di tensione σzz, che si ricorda risulta essere completamente attiva (Eq.
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2.131), la determinazione dello stato tensionale tridimensionale, relativo alla GBT
proposta, è stato ottenuto per via elasto-cinematica. Il confronto tra i risultati speri-

Figura 4.12: Dettagli del test sperimentale:(a) dimensioni della sezione trasversale;
(b) posizione dei dispositivi di misura.

Figura 4.13: Punti di applicazione del carico sulla sezione trasversale di estremità.

mentali e i risultati GBT ottenuti, sono mostrati nelle Fig. 4.14-4.15. In particolare,
sono riportati i risultati ottenuti con la formulazione proposta considerando o non
considerando la deformabilità tagliante delle pareti della sezione. In particolare tali
risultati sono mostrati nel caso di F = 500 N, rispettivamente nella condizione di
carico 2 in corrispondenza della sezione z = 90 mm in Fig. 4.14 e nel caso della
condizione di carico 3 per la sezione z = 674 mm in Fig. 4.15.
Dal confronto si rileva l’ottimo accordo dei risultati ottenuti con i risultati speri-
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mentali. Come era lecito attendesi (vista la geometria del problema e la condizione
di carico), l’effetto della deformabilità tagliante risulta trascurabile. Infatti, i risul-
tati ”GBT w S modes” in cui viene considerata la deformabilità tagliante risultano
coincidenti ai risultati ”GBT wo S modes”, in cui questa viene vincolata.
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Figura 4.14: Tensione normale in x=90 mm, carico F=500 N in posizione 2.
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Figura 4.15: Tensione normale in x=674 mm, carico F=500 N in posizione 3.
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4.2.5 Esempio 5

Si consideri lo stesso problema trattato nell’esempio del paragrafo 4.2.3 in cui,
però, la lunghezza L della mensola è assunta pari a 1200 mm. Scopo del presente
esempio è stato quello di validare la procedura di ricostruzione dello stato tensionale
tridimensionale presentata nel paragrafo 2.10.
Di seguito sono quindi confrontati i risultati ottenuti secondo tale procedura con
lo stato tensionale ottenuto per via elasto-cinematica. Sono stati assunti come
riferimento, i risultati di un modello Abaqus in cui si sono impiegati elementi finiti
brick a 8 nodi. In particolare, è stata impiegata una mesh sufficientemente fitta, in
grado di ottenere una buona accuratezza delle quantità variabili lungo lo spessore
della sezione trasversale.
In Fig. 4.16 sono confrontate le tensioni τzs relative al punto medio della parete
3. Inoltre, la stessa quantità τzn è mostrata in Fig.4.16 rispetto allo sviluppo
della sezione in corrispondenza della coordinata z = 100 mm. Si osserva come la
procedura di ricostruzione del campo tensionale consenta di ottenere risultati in
ottimo accordo con quelli di riferimento. In Fig. 4.18 viene invece mostrata la
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Figura 4.16: Tensione τzs valutata nel punto medio della parete 3.

tensione τzn valutata in corrispondenza del punto di coordinate s=8.5 (s ha origine
nel nodo 3 della sezione) ed n = 0. La stessa componente è riportata in Fig. 4.19
in corrispondenza della sezione z = 80 mm e della parete 3, rispetto allo spessore
della parete stessa.
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Figura 4.17: Tensione τzs lungo la sezione, per z = 100 mm.
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Figura 4.18: Tensione τzn valutata in s=8.5 mm con origine nel nodo 3.
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Figura 4.19: Tensione τzn valutata sulla parete 3 in z=80 rispetto allo spessore
della parete.
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4.2.6 Esempio 6

In questo esempio, con l’obiettivo di stimare l’influenza della deformabilità tagliante
nel calcolo della carico critico di collasso, si considera una colonna incastrata alla
base soggetta ad un carico di compressione centrato nel baricentro. In particolare,
il confronto sarà mostrato con riferimento all’esempio di Fig. 4.20 riportato in [35].
Le caratteristiche geometriche della sezione trasversale sono le seguenti: b = 60
mm, h = 100 mm, t =2 mm, w =10 mm e L=1200 mm. Il materiale considerato
è acciaio.
Nel lavoro preso come riferimento [35] sono riportati i moltiplicatori del carico criti-
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Figura 4.20: Colonna incastrata alla base soggetta ad un carico di punta N .

co ottenuti impiegando la GBT nella sua formulazione classica (che trascura quindi
deformabilità tagliante) e gli stessi risultati ottenuti mediante una modellazione tri-
dimensionale agli elementi finiti svolta con il software Abaqus. Tali risultati saranno
quindi confrontati con i risultati ottenuti impiegando la Generalized Beam Theory
con deformabilità tagliante proposta nel Capitolo 2. Le analisi sono state svolte
considerando nella procedura di Cross Section Analysis gli stessi modi deformativi
locali considerati in [35]. In particolare sono stati definiti 15 modi locali ottenuti
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aggiungendo sulle pareti della sezione trasversale i nodi interni come riportato in
Fig. 4.21.
I risultati ottenuti in termini di moltiplicatori critici dei carichi sono riportati in Tab.
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Figura 4.21: Sezione trasversale e indicazione sui nodi interni considerati

4.2. In particolare nella prima colonna e nella seconda colonna sono presenti i ri-
sultati da letteratura mentre nella terza colonna quelli ottenuti impiegando la GBT
deformabile a taglio proposta.
Dal confronto si può osservare una migliore accuratezza dei risultati ottenuti im-

Modo
Risultati [35]

FEM GBT conv
GBT proposta

1 44.31 44.38 44.44
2 72.59 79.47 73.66
3 96.74 100.96 95.74
4 126.12 138.60 128.04
5 132.81 144.29 134.82
6 171.66 173.29 174.16

Tabella 4.2: Carico critico

piegando la Generalized Beam Theory deformabile a taglio. Infatti, in tal caso,
l’errore maggiore nella valutazione del carico critico è dell’ordine dell’1.5%, mentre
la massima differenza tra i risultati di riferimento e la GBT convenzionale è pari al
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Modo
GBT

convenzionale proposta
1 0.2% 0.3%
2 8.7% 1.5%
3 4.2% -1%
4 9.0% 1.5%
5 8% 1.5%
6 0.9% 1.4%

Tabella 4.3: Errore GBT convenzionale e GBT proposta

9% circa, si veda Tab. 4.3. Al fine di mostrare e confrontare anche solo qualita-
tivamente le deformate di buckling corrispondenti ai moltiplicatori critici ottenuti
con la GBT proposta e mediante la modellazione agli elementi finiti di Abaqus sono
riportate nelle Figs. 4.22-4.33 entrambe le deformate per ciascun moltiplicatore
critico precedentemente considerato.
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+1.116e+00

Step: Step−1
Mode         1: EigenValue =   44238.
Primary Var: U, Magnitude
Deformed Var: U   Deformation Scale Factor: +1.000e+02

ODB: Job−1.odb    Abaqus/Standard 6.12−1    Thu Feb 28 16:56:17 ora solare Europa occidentale 2013
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Figura 4.22: Modo 1 FEM

Figura 4.23: Modo 1 GBT deformabile a taglio
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U, Magnitude
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X

Y

Z

Figura 4.24: Modo 2 FEM

Figura 4.25: Modo 2 GBT deformabile a taglio
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Figura 4.26: Modo 3 FEM

Figura 4.27: Modo 3 GBT deformabile a taglio
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Figura 4.28: Modo 4 FEM

Figura 4.29: Modo 4 GBT deformabile a taglio
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Figura 4.30: Modo 5 FEM

Figura 4.31: Modo 5 GBT deformabile a taglio
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U, Magnitude
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Figura 4.32: Modo 6 FEM

Figura 4.33: Modo 6 GBT deformabile a taglio
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Capitolo 5

Progettazione di sistemi di
copertura formati a freddo

Abstract

In this chapter, a numerical procedure for the design of cold formed roof systems is
presented. The procedure allows achieving with few simple steps the design of the
purlin, of the fixing screws between the purlin and the panel and many more con-
struction details, which translates into important economic savings. In particular,
the purlin will be modeled as a GBT beam to which some elastic restraints are ap-
plied in order to simulate the interaction with the roof panel. In this context it is no
longer necessary to resort to the concept of ”effective section” conventionally used
in the design of these elements since all of the peculiar aspects of class 4 members
have been duly taken into account in the structural model. Some numerical results
show the performance of the proposed procedure.

Sommario

In questo capitolo viene presentata una procedura numerica per la progettazione di
sistemi di copertura formati a freddo. La procedura di calcolo permette di effettuare
in pochi semplici passi il progetto dell’arcareccio, delle viti di fissaggio tra l’arca-
reccio ed il pannello e di numerosi altri dettagli costruttivi, consentendo importanti
economie.
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In particolare, l’arcareccio verrà modellato come una trave GBT, a cui sono applicati
opportuni ritegni elastici atti a simularne l’interazione con i pannelli di copertura. In
questo contesto non risulta più necessario ricorrere al concetto di ”sezione efficace”
convenzionalmente utilizzato nelle verifiche, in quanto tutti gli aspetti peculiari dei
profili in classe 4 sono già debitamente tenuti in conto nel modello strutturale. Al-
cuni risultati numerici mostreranno l’efficacia della procedura proposta. Una sintesi
di quanto riportato in questo capitolo è stata recentemente pubblicata in [42].
Onde consentire un agevole confronto con quanto proposto dalla normativa, In
quanto segue, si indicherà con x l’asse della trave, mentre y e z indicheranno gli
assi principali di inerzia della generica sezione retta.

5.1 Sistemi di copertura formati a freddo

Le coperture costruite con elementi formati a freddo sono frequentemente impiegate
nelle costruzioni metalliche. Nonostante la loro apparente semplicità, questi sistemi
strutturali hanno un funzionamento complesso: l’arcareccio sostiene i carichi esterni
che gli sono trasmessi tramite il pannello, il quale, a sua volta, fornisce un ritegno
stabilizzante all’arcareccio stesso, impedendone spostamento laterale e rotazione.
La notevole quantità di superficie coperta, ed i costi notevoli di trasporto e mon-
taggio, spingono ad ottimizzare quanto più possibile la progettazione di tali sistemi,
rendendoli economicamente ancora più vantaggiosi ma esasperando i comportamen-
ti tipici dei profili in parete sottile a sezione aperta: imbozzamento locale, instabilità
di tipo distorsionale e globale. Nella progettazione di tali sistemi, tenere in consi-
derazione il contributo stabilizzante offerto dal pannello di copertura risulta quindi
essere un aspetto cruciale della progettazione, per il quale, tuttavia, non sempre
sono disponibili consolidati supporti normativi. Tali difficoltà sono ulteriormente
accentuate dalla propensione verso soluzioni costruttive sempre più performanti dal
punto di vista termico, che ha spinto i progettisti verso soluzioni strutturalmente
sempre più complesse e dal funzionamento meno chiaro, nel tentativo di diminuire o
eliminare il ponte termico che si crea fra arcareccio e pannello. La propensione verso
queste tecnologie costruttive ha reso la progettazione di tali sistemi di copertura un
compito sempre più difficile, e spesso non supportato da indicazioni normative che
forniscano formule chiuse e dirette per la progettazione.
Come evidenziato nel Capitolo 1, la valutazione del decremento di resistenza legata
ai fenomeni di instabilità locale delle pareti del profilo, per esempio, è efficacemente
coperta dal concetto di sezione efficace definito nelle normative vigenti [2] [6], ma
debita considerazione dei fenomeni di instabilità distorsionale e globale, pur formal-
mente richiesta, è spesso lasciata dalle norme stesse a non meglio precisate ”più
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accurate” analisi [2].
In molti casi ricorrenti nella pratica (fig. 5.1(a)), le norme forniscono formule

Figura 5.1: Varie tipologie di sistema tetto

”semplificate” che permettono di progettare facilmente l’arcareccio, le viti di col-
legamento con il pannello e di effettuare le altre verifiche di dettaglio necessarie
(come ad esempio le verifiche dell’anima del profilo sotto la reazione concentrata
all’appoggio).
Tali formule però, sono esclusivamente valide entro certi limiti di rigidezza del
pannello, forma della sezione, disposizione delle viti, tipologia di collegamento
arcareccio-pannello e di altri dettagli costruttivi, tipici dei sistemi di copertura ”tra-
dizionali”. In altri casi (fig. 5.1(b-c)), le stesse formule non sono assolutamente
applicabili. In queste circostanze, gli Eurocodici si limitano a descrivere quale debba
essere la filosofia di verifica e di quali fenomeni sia necessario tenere conto per co-
gliere in modo corretto il comportamento della copertura. In questo scenario, è stato
presentato [48] un nuovo approccio progettuale, denominato Roof Model (RM), che
consente di tenere in conto, in modo semplice ed efficace, le principali problemati-
che legate a fenomeni di instabilità che caratterizzano i profili cold-formed, secondo
quanto prescritto dagli Eurocodici e dalla nuova normativa italiana [6]. L’approccio
RM si basa sull’impiego del modello strutturale di trave con cinematica arricchita,
cui sono applicati opportuni ritegni elastici, equivalenti al contributo stabilizzante
della copertura.
Il nome sottolinea il fatto che, contrariamente ad altre filosofie di progetto, l’ap-
proccio RM non è basato su alcuna formula semiempirica o teorica che sostituisca
i risultati della modellazione strutturale della copertura. Verrà mostrato come l’ap-
proccio RM permetta una progettazione completa del sistema di copertura, senza
che a priori venga soddisfatta alcuna condizione, a differenza per esempio di quanto
avviene nello standard europeo in vigore, in cui in particolare è necessario verifi-
care che il pannello di copertura fornisca un ritegno, che possa essere considerato
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infinitamente rigido per l’arcareccio.

5.2 Approccio progettuale EC 3

Gli Eurocodici trattano la progettazione dei sistemi di copertura cold formed nell’Eu-
rocodice 3 parte 1-3 [2]. In particolare norma, oltre a permettere di svolgere analisi
numeriche complesse mediante modellazione tridimensionali del sistema arcareccio
pannello di copertura, fornisce e consente, verificate alcune ipotesi di validità, di
impiegare una procedura cosidetta semplificata, che sarà di seguito indicata con EC.
In particolare, di seguito verranno riportate, in maniera schematica e coincisa, le
diverse fasi progettuali previste da tale procedura.

� a)In quanto semplificata, EC richiede che sia verificata preliminarmente la
condizione:

EIw
π2

L2
+GIt +EIz

π2

L2
0.25h2 < SR (5.1)

in cui Iw e It sono rispettivamente le costanti di ingobbamento e di torsione
dell’arcareccio, L e h sono la lunghezza e l’altezza dell’arcareccio, Iz è il mo-
mento di inerzia della sezione rispetto all’asse z (Fig. 5.2).
Il parametro SR quantificando la rigidezza nel proprio piano del sistema strut-
turale pannello, arcareccio viti di fissaggio, da valutare mediante prove spe-
rimentali, garantisce che l’arcareccio sia fortemente ritenuto dal pannello di
copertura.

� b) Si ipotizza l’arcareccio vincolato a muoversi nella sola direzione z (Fig.
5.2). Tale ipotesi consente di determinare facilmente il campo di spostamenti
mediante le note formule valide per le travi alla Eulero- Bernulli.

� c) Si ipotizza che l’ala inferiore si comporti come una trave su suolo elastico
alla Winkler di rigidezza K nella quale il carico applicato e la rigidezza del
letto di molle dipendono essenzialmente da parametri geometrici. La sovrap-
posizione degli effetti generati dal momento flettente My,Ed e da un momento
aggiuntivo Mfz, permette di tenere conto degli effetti torsionali e distorsivi
(Fig. 5.2).

� d) Si effettua la verifica di stabilità dell’ala compressa non vincolata lateral-
mente dal pannello (se le fibre compresse sono quelle dell’ala inferiore, come
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Figura 5.2: Calcolo delle tensioni normali secondo Eurocodice [[2]]

accade nel caso di vento aspirante in copertura). Tale verifica di stabilità
viene condotta con una luce libera di inflessione convenzionale fissata, in di-
pendenza dalla costante K che definisce la rigidezza del letto di molle.

� e) Si effettua la verifica degli appoggi, sia per la reazione Rw in direzione z
fornita dalla struttura principale, sia per la reazione in direzione y, R2 che de-
ve essere fornita agli appoggi e che è dovuta alla non simmetria della sezione
trasversale (Fig. 5.3).

� f ) Si effettua la verifica degli ancoraggi arcareccio- pannello che subiscono
una forza distribuita di taglio in direzione y (a livello indicativo si può consi-
derare che per sezioni formate a Z tale forza è dell’ordine del 30% dei carichi
distribuiti applicati). Tale forza viene determinata in base a tabelle che per-
mettono di campionare in alcuni punti la soluzione del modello di trave alla
Winkler adottato per l’ala inferiore (Fig. 5.4b).

Come si vede, nonostante sia stata ampliamente semplificata dalle norme, questa
procedura è comunque abbastanza laboriosa.
La relazione 5.1 è generalmente verificata quando il pannello fornisce al sistema
sottostante un ritegno molto rigido che al limite può essere considerato infinitamente
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Figura 5.3: Reazioni da fornine all’arcareccio in corrispondenza degli appoggi, secondo

Eurocodice [[2]]

Figura 5.4: (a) il parametro r, è espresso come il rapporto tra la forza i ancoraggio RD

e il carico esterno P; (b) il parametro r, è definito come il rapporto tra il carico esterno

verticale e lo sforzo di taglio assorbito dalle viti per unità di lunghezza dell’arcareccio.
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rigido.
Pensando alle tipologie di tetto innovative, in cui come detto in precedenza, al fine
garantire elevate prestazioni energetiche agli edifici, si interpongono tra pannello
e arcareccio strati isolanti con spessori sempre maggiori, appare chiaro che tale
condizione risulta essere sempre meno soddisfatta.
In questi casi quindi le norme non forniscono alcuna procedura, ma consentono
al progettista di impiegare modelli strutturali di comprovata validità. È in questo
contesto che si colloca il Roof Model (RM), che verrà nel prossimo paragrafo meglio
descritto.

5.3 Approccio RM

L’approccio di progettazione definito RM, che sta appunto per Roof Model, come
detto in precedenza, è basato sull’uso di un modello di tipo trave, cui sono appli-
cati opportuni ritegni elastici, equivalenti al contributo stabilizzante della copertura
[[48]].
In Fig. 5.5 è mostrato il modello di trave cui sono applicati vincoli in corrisponden-

Figura 5.5: L’apporccio RM, il modello strutturale

za degli appoggi o dei dispositivi anti-svergolamento (rappresentati con le reazioni
vincolari corrispondenti). I ritegni elastici continui sono applicati in un dato punto
della sezione trasversale e possono essere di più tipi (Fig. 5.5). In particolare si
definisce:

� Shear Restraint SR, una molla rotazionale che vincola la rotazione dell’ala
superiore attorno all’asse z;
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� Rotational Restraint RR, un ritegno che vincola la rotazione torsionale attorno
all’asse x;

� Lateral Restraint LR, un vincolo agli spostamenti laterali in direzione y.

La rigidezza di tali ritegni deve essere opportunamente valutata mediante prove
sperimentali o numeriche che devono essere eseguite sul sistema di copertura reale,
dotato di tutti i dettagli costruttivi con cui la struttura verrà realizzata in opera.
Tale valutazione è, come visto in precedenza, comunque necessaria in generale anche
nell’approccio proposto dagli Eurocodici. E’ sufficiente comunque, che sia effettua-
ta una sola volta per ciascun tipo di copertura che si intende progettare.
L’approccio RM richiede di usare una teoria di trave idonea allo studio dei profili
in parete sottile. In particolare, la teoria di trave più semplice disponibile, accetta-
ta dalle normative e impiegata nella pratica corrente, è la teoria di Vlasov. Come
noto, tale teoria assume la trave non deformabile a taglio, ma sopratutto assume
l’ipotesi che la sezione si conservi rigida nel proprio piano. Fenomeni di instabilità
tipo imbozzamenti locali o distorsioni di sezione, vengono quindi tenuti in conto
non durante l’analisi strutturale, ma in fase di verifica. In particolare, come visto
nel Capitolo 1, viene comunemente impiegato il cosidetto Effective Width Method,
o metodo delle larghezze efficaci, che si rammenta, considera la perdita di efficacia
di porzioni di pareti compresse che compongono la sezione trasversale.
Va da sá che l’impiego di un approccio RM basato sulla teoria GBT, rende super-
fluo il ricorso al concetto di sezione efficace, in quanto i fenomeni di distorsione di
sezione e di instabilità locale sono già debitamente tenuti in conto in fase di analisi.
Non è quindi necessario in fase di verifica alcun tipo di manipolazione dei risultati.
A titolo esemplificativo è riportato in Fig. 5.6 il percorso progettuale di un RM
basato sulla trave di Vlasov (RMV ) e di un RM basato sulla teoria GBT (RMGBT ).
Vale comunque la pena rilevare che, indipendentemente dal modello di trave adot-

tato, l’approccio RM è molto semplice. A scopo di confronto con la procedura EC,
viene di seguito descritto l’approccio RMGBT , in modo analogo a quanto fatto nel
paragrafo precedente, in modo che sia possibile osservarne più facilmente le diffe-
renze. Ripercorrendo, il diagramma di flusso delle fasi di progetto si osserva quanto
segue.

� a) Non occorre verificare alcuna ipotesi a priori sulla sufficiente rigidezza del
sistema di copertura. Occorre però, definire quantitativamente i ritegni ela-
stici equivalenti.
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Figura 5.6: Confronto tra RM basato sulla trave di Vlasov ( RMV ) e RM basato sulla

GBT (RMGBT ).
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� b) Definito il punto in cui valutare lo spostamento in direzione perpendicolare
all’asse, si esegue in modo standard la verifica di deformabilità. Contraria-
mente a quanto succede in EC, in RM lo spostamento verticale sulla sezione
non è infatti costante, a causa della rotazione media della sezione trasversale
e della sua distorsione.

� c) E’ possibile formalmente condurre la verifica di resistenza sulla sezione in
maniera convenzionale.
Il ricorso infatti a metodi semi empirici per tenere conto dei diversi fenomeni
di instabilità è superato, in quanto i fenomeni di distorsione di sezione e di
instabilità locale sono già debitamente tenuti in conto in fase di analisi. Non è
quindi necessaria in fase di verifica alcun tipo di manipolazione dei risultati. Le
caratteristiche di sollecitazione da usarsi per la verifica (momenti flettenti, bi-
momenti, tagli e bi-tagli) sono fornite dal modello, risultando quindi possibile
condurre la verifica di resistenza in termini di confronto tra la tensione di
progetto e quella resistente del materiale, come di seguito riportato:

fEd = σVM < fRd (5.2)

dove con σVM si è indicata la tensione secondo Von Mises.

� d) Non è necessaria alcuna verifica di stabilità, poichè la verifica di resistenza
effettuata al passo precedente è già sufficiente, purchè l’analisi RM sia stata
condotta con una opportuna imperfezione iniziale.

� e), f ) Le forze di progetto necessarie per le verifiche dei ritegni all’appoggio
e dei connettori arcareccio-pannello sono già calcolate e fornite contestual-
mente alla soluzione del modello di trave. Tali forze sono ricavate elaborando
le reazioni vincolari nei ritegni elastici equivalenti e possono essere espresse
attraverso i seguenti parametri:

– rs è la forza di taglio assorbita dalle viti per unità di lunghezza dell’ar-
careccio (vedi Fig. 5.b);

– R è il rapporto adimensionale tra la forza di ancoraggio totale Rd e il
carico totale applicato P. Il carico totale P è l’integrale del carico distri-
buito applicato all’arcareccio, Rd è la somma delle reazioni R2 applicate
ai vari appoggi (vedi Fig. 5.a)
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5.4 Alcuni esempi di progettazione

A scopo illustrativo, nel seguito vengono esaminati alcuni esempi significativi di
progettazione. Si considera, per semplicità, uno schema statico di arcareccio su due
appoggi con carico distribuito uniforme qz come mostrato in Fig. 5.7.

Figura 5.7: Condizioni di carico e di vincolo degli esempi proposti.

Per assegnata luce e sezione trasversale dell’arcareccio è possibile definire il carico
di progetto per il quale è raggiunto lo stato limite ultimo di resistenza o stabilità.
I sistemi in esame hanno solitamente un peso proprio molto piccolo rispetto ai carichi
accidentali applicati (es. vento, neve). Si assume quindi, per semplicità espositiva,
che allo stato limite ultimo il carico sia 1.5 volte maggiore di quello allo stato limite
di esercizio. Data la notevole deformabilità delle strutture metalliche, può accadere
che non si riesca a sfruttare interamente il carico di progetto, poichè a livelli di carico
1.5 volte inferiori, gli spostamenti nell’arcareccio non soddisfano le prescrizioni agli
stati limite di esercizio (le attuali normative in Italia [6] suggeriscono una freccia
ammissibile per i soli carichi accidentali pari a 1/200 della luce). In questo caso il
valore del carico di progetto per una data copertura viene diminuito per tenere in
conto della deformabilità: si considera quindi come carico di progetto qd il minore
tra i seguenti:

� qd,res: carico per cui è raggiunto lo stato limite ultimo di resistenza o stabilità;

� qd,def : carico a due terzi del quale è raggiunto lo stato limite di esercizio per
deformabilità.

In questo modo è possibile con un solo parametro qd descrivere il carico utile della
copertura, in una combinazione di carico agli stati limite ultimi come mostrato in
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Fig. 5.8.

Es. 1
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Es. 3

Es. 4

Es. 5

Es. 6

Es. 7

Es. 8

Es. 9

Es. 10

Es. 11

Es. 12

Es. 13

Figura 5.8: Determinazione del carico di progetto.

Lo schema strutturale descritto è stato studiato per tredici diverse luci (ES. 1 -
ES. 13) impiegando quattro differenti sezioni trasversali a forma di Z dell’arcareccio
(Fig. 5.9). Le quattro sezioni sono state scelte in modo che la differenza tra qd,res e
qd,def sia minima, al fine di ottimizzare lo sfruttamento del materiale della sezione.
In tutti gli esempi è stato assunto un valore dello SR pari a quello minimo che con-

sente di applicare la procedura semplifica EC. Il ritegno rotazionale si è assunto in
ogni esempio con rigidezza RR pari a 500 Nmm/mm/rad. Gli esempi descritti sono
stati analizzati anche con l’approccio RM, basato su una trave GBT al secondo or-
dine come descritto nel capitolo 4. Inoltre, a scopo di confronto, vengono presentati
anche i risultati di un modello tridimensionale ottenuti con il software commerciale
ad elementi finiti Strand (o Straus7). Tale modello è costruito con elementi finiti
tipo shell ad 8 nodi e i risultati sono di seguito indicati sinteticamente con la sigla
STp. Una vista del modello tridimensionale è mostrata in Fig. 5.10.
Per come definito, il modello STp consente di cogliere il comportamento distorsio-

nale della sezione trasversale dell’arcareccio, prevedendo quindi il cambio di forma
della sezione durante il processo di carico. Vale la pena di rilevare che i risultati del
modello STp derivano da una analisi geometricamente non lineare in grandi sposta-
menti.
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Figura 5.9: Sezioni utilizzate negli esempi proposti.

In Fig. 5.11 sono riportati i valori del carico di progetto ottenuti nei vari approcci
per i vari sistemi di differente luce. Si può notare come il valore del carico di proget-
to predetto da EC sia sempre superiore a quello determinato con l’approccio RM o
con il modello STp. In alcuni casi la differenza è dell’ordine del 30 per cento. L’ap-
proccio RM ed il modello STp sono stati qui esaminati senza alcuna imperfezione
iniziale. Il considerare un’imperfezione iniziale, che negli Eurocodici è contenuta nel
fattore χ utilizzato nella verifica di stabilità, porterebbe ad un’ulteriore diminuzione
del valore del carico di progetto previsto da STp o da RM, amplificando le già non
trascurabili differenze tra i vari metodi. In Fig. 5.12 sono riportati lo spostamento
del concio di mezzeria dell’arcareccio per l’esempio 1 (esempio in cui si riscontra una
modesta discrepanza tra i risultati ottenuti) e per l’esempio 7 (esempio nel quale
si trova la maggiore differenza). Si osservi come nel caso dell’esempio 1 i ritegni
laterali e torsionali siano sufficienti a limitare l’effetto della non linearità geometrica.
Nell’esempio 7, nonostante il sistema sia ritenuto ”molto rigido” secondo la relazio-
ne fornita dall’Eurocodice, si verificano evidenti effetti di non linearità geometrica,
con rotazioni maggiori di 40 gradi ed importanti distorsioni della sezione trasversale.
Gli esempi proposti sono stati scelti per evidenziare questo fenomeno: l’arcareccio
con forma a Z (sebbene economico da trasportarsi e strutturalmente efficiente) ri-
chiede, per la non-simmetria della sua sezione trasversale, di essere correttamente
stabilizzato da un forte ritegno laterale e torsionale. Il carico applicato (diretto verso
l’alto), comprime l’ala inferiore, non vincolata al pannello. Tale configurazione di
carico (tipica delle zone con forte vento) risulta particolarmente svantaggiosa per i
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Figura 5.10: Modello tridimensionale agli elementi finiti assunto come riferimento.

profili in parete sottile, nei quali la modesta rigidezza flessionale dell’anima rende
facile lo sbandamento laterale dell’ala inferiore anche in presenza di elevati ritegni
torsionali e laterali applicati all’ala superiore. Al fine di cogliere gli aspetti rilevanti
di instabilità locale e distorsionale propri degli arcarecci in parete sottile, vengono
nel seguito mostrati alcuni risultati di dettaglio per gli esempi sopra citati. Nel
seguito, sono mostrati gli spostamenti in direzione y e z del nodo 2 della sezione
trasversale lungo tutto l’arcareccio e in corrispondenza della mezzeria della campata.
In particolare, l’andamento dello spostamento in direzione y del nodo 2 ottenuto
nell’esempio 1 è mostrato in Fig. 3.5. Come si può notare i risultati di RM e
di STp sono paragonabili sia nel calcolo lineare (linee tratteggiate) sia nel calcolo
non lineare (linee continue). Si osservi come la differenza tra i risultati delle anali-
si lineare e non lineare sia notevole, nonostante l’esempio 1 risulti, tra tutti quelli
presentati, quello in cui gli effetti di non linearità sono meno marcati. In Fig. 5.14
sono presentati gli spostamenti in direzione z del nodo 2 della sezione trasversale
di mezzeria, ai vari livelli di carico, mentre analogamente in Fig.5.15 sono riportati
gli spostamenti in direzione y.
L’esempio 7, è tra quelli proposti, quello in cui maggiore è la non linearità della
risposta. L’ottimo accordo fra i risultati di RM e STp è evidente, nonostante la
teoria di trave GBT su cui si basa il modello RM valga solo per piccole distorsioni
della sezione trasversale. Nell’esempio. 7, l’eccessivo spostamento laterale di 125
mm corrispondente al carico di progetto determinato secondo EC di -1,51 N/mm,
evidenzia come in questo caso il metodo proposto dagli Eurocodici non sia a favore
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[STp]"

Figura 5.11: Risultati dei diversi approcci di calcolo.

di sicurezza.

Concludendo si può quindi dire che l’approccio RM qui presentato consente la pro-
gettazione di tutti i sistemi di copertura che si ritenga opportuno realizzare costrut-
tivamente, senza alcuna limitazione a priori sulla rigidezza del sistema e sul suo
contributo stabilizzante all’arcareccio stesso. Il modello di calcolo su cui è basato il
metodo RM consente di ottenere in pochi secondi risultati di qualità paragonabile a
quella di modelli ad elementi finiti tridimensionali, considerando in maniera corretta
instabilità locale, distorsionale e globale dell’arcareccio ed adempiendo cos̀ı a tutti
gli oneri che la normativa italiana ed europea prescrive al progettista. L’implementa-
zione del metodo in un software con interfaccia grafica chiamato CAPS2 sviluppato
presso il LAboratorio di Meccanica Computazionale dell’Università di Bologna ha
permesso di dimostrarne anche la immediata applicabilità pratica.
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Figura 5.12: Deformate di un concio di mezzeria della trave con contour in Von
Mises Stress (scala 1:1).

Figura 5.13: Esempio 1 - spostamenti in direzione y del nodo 2 della flangia inferiore.
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Figura 5.14: Esempio 7 - spostamento in direzione z della flangia inferiore (nodo
2) vs. incremento di carico.

Figura 5.15: Esempio 7 - spostamento in direzione y della flangia inferiore (nodo
2) vs. incremento di carico.
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Capitolo 6

Progettazione di profili di
classe 4

Abstract

Both European and American codes prescribe for the design of class 4 steel mem-
bers to duly take into account local and distortional instability. In this sense, the
EuroCode 3 allows to alternatively apply two different design approaches: either a
procedure than from this point will be referred to as ”EC procedure” which, for
some particular cases, provides all necessary analysis tools or otherwise resorting to
refined numerical analysis.
The EC approach is based on the iterative Effective Width Method (EWM) shown
in chapter 1. Such procedure, based on experimental data is valid only for certain
cross-sections (recommendations related to distortional instability are only available
for Z or C sections) and only for conventional restrictions on the beam.
As shown in chapter 1, the alternative outside of Europe to the EWM is the Con-
strained Finite Strip Method. However, this method is not valid in general cases
given that: it does not allow for combined loading (for example an element with
compression and bending), does not allow for generic cross sections (it’s limited
to predefined shapes) and can only consider conventional restrictions on the beam
(non-infinitely rigid supports, for example, are not allowed) It is in this context and
with the intention to overcome the previously described limitations that a new desi-
gn approach is proposed in this chapter: the Embedded Stability Analysis (ESA). In
short, this approach consists of using a GBT-based finite element numeric analysis
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to calculate the critical buckling multipliers for the studied structure, duly taking
into account local and distortional instability. It will be shown how the proposed
approach is perfectly coherent with the current standards.

Sommario

La normativa tecnica europea e americana prescrivono che nella progettazione di
elementi in acciaio di classe 4 debbano essere debitamente tenuti in conto fenome-
ni di instabilità locale e distorsionale. A tal proposito, l’Eurocodice 3 consente di
applicare alternativamente due differenti approcci progettuali: da un lato propone
una procedura, che nel seguito sarà definita ”proceduca EC” di cui, limitatamente a
casi particolari, fornisce tutti gli strumenti necessari, dall’altro nei casi in cui questa
non sia applicabile, suggerisce di ricorrere ad analisi numeriche raffinate.
La procedura EC in particolare, si basa sul procedimento iterativo Effective Width
Method o metodo delle larghezze efficaci, illustrato nel Capitolo 1. Tale procedura,
in particolare, tarata su dati sperimentali, è disponibile solo per determinate sezioni
trasversali (le prescrizione relative all’instabilità distorsionale sono fornite solo ed
esclusivamente per sezione a Z o a C) e nel caso di condizioni di vincolo convenzio-
nali.
Come mostrato nel Capitolo 1, in ambito extra europeo, l’alternativa all’EWM, è
reppresentata dal Constrained Finite Strip Method. In particolare, però, anche il
cFSM basato sul metodo delle strisce finite, non consente una generale applicabilità
in quanto: non ammette sollecitazioni combinate (per esempio casi in cui l’elemento
è presso-inflesso), non consente di considerare una generica sezione trasversale ( è
limitato a forme predefinite) ed è in grado di considerare solo condizioni di vincolo
convenzionali (non sono applicabili per esempio ritegni non infinitamente rigidi).
È in questo panorama e con l’obiettivo di superare le limitazioni precedentemente de-
scritte che viene proposto in questo capitolo un nuovo approccio di verifica chiamato
ESA (Embedded Stability Analysis). Tale approccio prevede di impiegare un codice
numerico che, basandosi su un elemento finito GBT, sia in grado di determinare i
moltiplicatori critici di buckling per la struttura in esame, tenendo debitamente in
conto dell’instabilità locale e distorsionale. Si mostrerà come la procedura proposta
è perfettamente coerente con quanto prescritto dalle norme vigenti.
Onde consentire un agevole confronto con quanto proposto dalla normativa, In
quanto segue, si indicherà con x l’asse della trave, mentre y e z indicheranno gli
assi principali di inerzia della generica sezione retta.
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6.1 Procedura ESA

L’approccio denominato ESA (Embedded Stability Analysis) consente di verificare
un profilo di classe 4 rispettando le prescrizioni riportate nell’Eurocodice 3. Tale
procedura, si basa su un’analisi di buckling condotta impiegando un elemento finito
monodimensionale GBT.
In particolare, come mostrato in Fig. 6.1, il metodo ESA prevede innanzitutto di

identificare il cosidetto sistema strutturale equivalente (che può essere composto da
un certo numero di elementi finiti) e di applicare su questo le sollecitazioni derivanti
dal modello completo insieme alle condizioni di vincolo imposte dagli elementi adia-
centi.
La fase successiva prevede quindi che siano valutati i parametri αcr,op e αult,k de-
finiti rispettivamente come il minimo amplificatore dei carichi di progetto per cui
è raggiunta la resistenza critica elastica e il minimo amplificatore dei carichi per
cui, in corrispondenza della sezione maggiormente sollecitata, è raggiunta la resi-
stenza caratteristica del materiale. In particolare, il primo viene determinato me-
diante un’analisi di buckling basata sulla teoria GBT, mentre αult,k viene calcolato,
conformemente a quanto proposto in [3], mediante la seguente espressione:

αult,k =
Aefffyk

NγM
(6.1)

L’Eq. 6.1 ha al numeratore il prodotto tra l’area efficace e la resistenza caratteristica
dell’acciaio ed al denominatore lo sforzo normale sollecitante moltiplicato per il
coefficiente γM pari a 1.05.
Il passaggio successivo nella procedura di verifica consiste quindi nel calcolo del
parametro snellezza adimensionale λ̄op, valutato mediante la seguente relazione [2]:

λ̄op =
√

αult,k

αcr,op
(6.2)

Infine, per tenere in conto della presenza delle imperfezioni, viene valutato il para-
metro χop =min{χ(λ̄op), χLT (λ̄op)} funzione di λ̄op, mediante le curve di stabilità
riportate in normativa. Si procede quindi alla verifica di stabilità mediante la formula
seguente:

1

αult,kχop
≤ 1

γM
(6.3)

Tale percorso di verifica è perfettamente coerente con quanto prescritto dall’Euco-
dice 3 parte 1.
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Tabella 1 – Confronto workflow ESA-Procedura semplificata EC3 
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Figura 6.1: Percorso progettuale secondo il metodo ESA
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La procedura ESA, in quanto basata sulla GBT che come visto consente una sele-
zione dei modi deformativi ammissibili per la sezione, permette a differenza della
norma di introdurre un nuovo parametro β, definito come di seguito riportato:

β = αcr,op

αcr,op,nodist
(6.4)

Il parametro αcr,op,nodist è definito come il moltiplicatore dei carichi che permette
di raggiungere la resistenza critica elastica trascurando i modi deformativi locali e
con distorsione di sezione, ovvero tenedo in conto della sola instabilità flessionale
e/o flesso-torsionale.
Tale parametro β può essere considerato un indicatore dell’influenza dell’instabilità
distorsionale e locale rispetto all’instabilità globale nel comportamento dell’elemento
considerato. In particolare, il parametro β consente di quantificare la penalizzazione
del carico critico dovuta a distorsioni di sezione essendo espresso come il rapporto
tra il moltiplicatore critico del carico valutato considerando o non considerando la
distorsione di sezione. Da un punto di vista pratico tale parametro consente di
verificare in maniera veloce, semplice ed intuitiva la bontà di una scelta progettuale
senza eseguire calcoli più complessi.

Tesi di Dottorato R. Miletta



144 Capitolo 6. Progettazione di profili di classe 4

6.2 Procedura EC

Anche la procedura EC segue il percorso progettuale precedentemente descritto. In
particolare, la principale differenza è relativa al calcolo del parametro αcr,op che
viene determinato mediante la seguente relazione:

αcr,op =
π
EJeff

l2

N
(6.5)

in cui:
l è la lunghezza libera di inflessione (funzione delle condizioni di vincolo);
E, il modulo di Young;
N è lo sforzo normale di progetto;
fyk è la tensione di snervamento caratteristica;
Jeff è il momento di inerzia efficace.
Appare immediatamente chiaro come la valutazione dell’ αcr,op riportata sopra sia
pari al rapporto tra il carico critico Euleriano valutato utilizzando un momento di
inerzia efficace e il carico di progetto.

6.3 Confronto approccio ESA - EC

In questo paragrafo è riportato il confronto tra la procedura di verifica EC e il me-
todo ESA. Il confronto fra i due approcci è stato svolto considerando una trave
su due appoggi soggetta ad uno carico di compressione N come mostrato in Fig.
6.2. In particolare si sono considerate 10 sezioni a C aventi rapporto flangia-anima

Figura 6.2: Schema statico considerato

decrescente da 1
3

a 1
5

cos̀ı come riportato in Fig. 6.3.
Per ciascuna sezione sono state quindi considerate diverse lunghezze, a partire 500

mm fino a 3000 mm, con passo di 250 mm.
Per ciascuna luce e per ogni sezione considerata è stato determinato, per entrambe
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Figura 6.3: Sezioni analizzate

le procedure, il valore del carico di progetto per il quale è raggiunto nella trave lo
stato limite ultimo di resistenza o stabilità.
Per ciascun caso viene definito, mediante la procedura EC, il livello di carico che
conduce ad un fattore di sicurezza unitario. In Fig. 6.4, sono riportati, per i mde-
desimi livelli di carico, i fattori di sicurezza ottenuti con la procedura ESA.
Si fa osservare come in molti casi, tale fattore di sicurezza risulti maggiore di 1 per
cui ne consegue che a differenza della procedura EC, secondo l’approccio ESA il
caso in esame risulta non verificato. In particolare, nel 54% dei casi in cui il modo
critico di collasso è distorsionale (43 casi su 80), la procedura EC non è a favore di
sicurezza e non permette pertanto di considerare in maniera opportuna fenomeni di
instabilità distorsionale e locale.
In Fig. 6.5 sono riportati invece i valori di β legati alle verifiche svolte con l’approc-
cio ESA. Considerando quindi come soglia di riferimento β = 0.9, risulta che in 80
casi sui 110 dovrebbe essere debitamente tenuta in conto l’instabilità distorsionale
in quanto rappresenta un probabile modo critico di collasso.
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Figura 6.4: - Confronto dei coefficienti di stabilità ESA-Proc. Sempl. EC3
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Figura 6.5: - Valori assunti dal parametro di controllo β
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6.4 Confronto ESA-cFSM

In questo paragrafo viene proposto per gli stessi esempi precedentemente mostrati
il confronto tra l’approccio ESA e i risultati ottenuti mediante il Constrained Finite
Strip Method, illustrato nel Capitolo 2.

Il Finite Strip Method è attualmente implementato nel software CUFSM svilup-
pato Ben Shafer, Zhanjie Li, Sandor Adany, Anfrew Sarawit e disponibile in rete
(http://www.ce.jhu.edu/bschafer/cufsm/).
La Fig. 6.6 riassume i valori di αcr,op calcolati mediante ESA e CUFSM. Dal con-
fronto si rileva come i moltiplicatori del carico critico ottenuti con ESA sono in buon
accordo con quelli ottenuti impiegando il codice CUFSM. Le differenze più significa-
tive, ma comunque modeste, si riscontrano nei casi in cui il rapporto anima/flangia
è più elevato. I risultati precedentemente mostrati in Fig. 6.6 e in Fig. 6.4 relativi
rispettivamente al confronto ESA-CUFSM e al confronto ESA-procedura EC sono
di seguito riportati sezione per sezione (Figs. 6.7- 6.26) considerando per ciascuna
sezione, l’andamento del moltiplicatore dei carichi αcr,op al variare della snellezza λ,
secondo quanto predetto dai diversi approcci considerati. In particolare, dai grafici
si rileva l’ottimo accordo tra la procedura ESA e i risultati ottenuti impiegando il
software CUFSM. Relativamente, invece, ai risultati ottenuti impiegando la proce-
dura EC, questi si rilevano in accordo con i precedenti solo per determinati valori
di snellezza. A tal proposito si può osservare, infatti, come per valori di snellez-
ze inferiori ad un snellezza limite compresa tra 50 e 110 a seconda della sezione
considerata, la procedura EC sovrastimi notevolmente il carico critico relativo alla
struttura in esame. Tale considerazione è sicuramente limitata alle particolari con-
dizioni di carico e di vincolo considerate, ma ad ogni modo potrebbe essere meglio
investigata.
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ESA 1.24 1.11 1.11 1.14 1.18 1.25 1.33 1.43 1.56 1.72 1.90

CUFSM 1.02 1.05 1.09 1.13 1.18 1.25 1.34 1.45 1.59 1.75 1.93

0.22 0.06 0.03 0.01 0.00 -0.01 -0.01 -0.02 -0.02 -0.03 -0.03

ESA 1.31 1.21 1.22 1.26 1.32 1.41 1.52 1.65 1.83 2.03 2.26

CUFSM 1.13 1.17 1.21 1.27 1.34 1.43 1.54 1.69 1.86 2.07 2.31

0.18 0.04 0.01 0.00 -0.02 -0.02 -0.02 -0.03 -0.04 -0.04 -0.05

ESA 1.27 1.21 1.23 1.28 1.35 1.46 1.60 1.77 1.97 2.21 2.48

CUFSM 1.14 1.18 1.23 1.30 1.38 1.49 1.63 1.80 2.01 2.26 2.54

0.13 0.02 -0.01 -0.02 -0.03 -0.02 -0.03 -0.04 -0.04 -0.05 -0.06

ESA 1.33 1.29 1.32 1.37 1.45 1.58 1.72 1.90 2.13 2.38 2.53

CUFSM 1.22 1.26 1.32 1.38 1.47 1.59 1.74 1.93 2.15 2.42 2.72
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Figura 6.7: Sezione C 120x40x15x2: confronto ESA-CUFSM-EC
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Figura 6.8: Sezione C 120x40x15x2: confronto ESA-CUFSM
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Figura 6.9: Sezione C 150x50x15x2: confronto ESA-CUFSM-EC
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Figura 6.10: Sezione C 150x50x15x2: confronto ESA-CUFSM
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Figura 6.11: Sezione C 160x50x15x2: confronto ESA-CUFSM-EC
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Figura 6.12: Sezione C 160x50x15x2: confronto ESA-CUFSM
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Figura 6.13: Sezione C 200x60x20x2: confronto ESA-CUFSM-EC
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Figura 6.14: Sezione C 200x60x20x2: confronto ESA-CUFSM
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Figura 6.15: Sezione C 220x60x20x2: confronto ESA-CUFSM-EC
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Figura 6.16: Sezione C 220x60x20x2: confronto ESA-CUFSM
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Figura 6.17: Sezione C 260x70x20x2: confronto ESA-CUFSM-EC
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Figura 6.18: Sezione C 260x70x20x2: confronto ESA-CUFSM
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Figura 6.19: Sezione C 280x70x20x2.5: confronto ESA-CUFSM-EC
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Figura 6.20: Sezione C 280x70x20x2.5: confronto ESA-CUFSM
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Figura 6.21: Sezione C 300x70x20x2.5: confronto ESA-CUFSM-EC
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Figura 6.22: Sezione C 300x70x20x2.5: confronto ESA-CUFSM
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Figura 6.23: Sezione C 350x80x25x3: confronto ESA-CUFSM-EC
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Figura 6.24: Sezione C 350x80x25x3: confronto ESA-CUFSM
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Figura 6.25: Sezione C 400x80x30x3: confronto ESA-CUFSM-EC
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Figura 6.26: Sezione C 400x80x30x3: confronto ESA-CUFSM
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Conclusioni

Il comportamento dei profili in acciaio formati a freddo e in generale dei profili in
parete sottile è molto complesso. Seppur spesso vengano usati in semplici sistemi
strutturali, i fenomeni di instabilità locale e distorsionale ne influenzano notevol-
mente la risposta strutturale. D’altra parte la richiesta di strutture sempre più
performanti ed economicamente convenienti spinge i progettisti verso una estre-
ma ottimizzazione strutturale che esalta tali fenomeni. A tal riguardo, le norme
dedicate alla progettazione, dovrebbero fornire un adeguato supporto tecnico che
consenta al progettista di compiere liberamente le scelte progettuali più opportune.
Il processo di formatura a freddo consente infatti, anche per modeste quantità, di
definire liberamente la sezione da produrre. Per rispondere a esigenze di questo
tipo è quindi necessario disporre di uno strumento versatile e affidabile dedicato
alla progettazione e alla verifica di tali elementi. Nel presente lavoro, si è mostrato
che approcci numerici basati su teorie di trave con cinematica arricchita, possono
rappresentare una valida risposta in tal senso. In particolare, è stato presentato
l’approccio RM dedicato alla progettazione dei sistemi di copertura realizzati con
elementi in acciaio formati a freddo. A tal proposito, è stata mostrata la generale
applicabilità del metodo, che a differenza delle prescrizione fornite dagli Eurocodici,
è applicabile anche quando il pannello di copertura non fornisce un ritegno infini-
tamente rigido per l’arcareccio. Analogamente, è stato mostrato come l’approccio
ESA consenta di superare, nelle verifiche relative ai profili di classe 4, il concetto di
sezione efficace dovuta alla distorsione di sezione, in quanto questa è debitamente
tenuta in conto nell’analisi strutturale. Come mostrato, ciò consente di disporre di
uno strumento progettuale e di verifica applicabile, coerentemente con le norme,
per qualsiasi forma di sezione trasversale della trave e per qualsiasi condizione di
vincolo e di carico. In tal senso le prescrizioni normative fornite solo per sezioni
trasversali a C e a Z sono superate. È stata, inoltre, presentata la riformulazione
teorica della GBT, su cui sono stati sviluppati gli strumenti progettuali precedente-
mente visti. In particolare la deformabilità tagliante lungo lo spessore della parete e
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lungo la linea media della sezione è stata introdotta in maniera del tutto originale a
partire dalla GBT convenzionale proposta da Schardt. Si è mostrato, come la nuova
formulazione garantisca la piena coerenza tra le deformazioni flessionali e taglianti
della trave come, inoltre, a partire dalla nuova formulazione sia possibile in maniera
agevole ricondursi alle classiche teorie di trave, anche deformabili a taglio.
Infine, è stata presentata una procedura di ricostruzione del regime tensionale tridi-
mensionale che, mediante integrazione delle equazioni indefinite di equilibrio, con-
sente di determinare la parte reattiva delle componenti di tensione associate al
modello a cinematica ridotta.
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Appendice A

Procedura di decomposizione
modale

La procedura qui presentata consente di separare automaticamente i quattro moti
rigidi della sezione, rappresentati dallo spostamento assiale, dalle rotazioni rispetto
agli assi principali di inerzia e dalla rotazione torsionale rispetto al centro di taglio.

Calcolata la ΛR mediante l’ Eq. (2.126), le matrici C
(f)
T and C

(f)
M vengono

proiettata in un nuovo spazio descritto dai moti rigidi della sezione:

ΛT
RC

(f)
T ΛR = R

(1)
FF , (A.1)

ΛT
RC

(f)
M ΛR = R

(2)
FF . (A.2)

Le matrici ottenute, R
(1)
FF eR

(2)
FF hanno dimensione (4×4) e vengono impiegate per

risolvere il seguente problema agli autovalori:

(R(1)FF − λiR
(2)
FF )ρi = 0, (A.3)

le cui soluzioni sono del tipo: λi = 0, i = 1, ..,3; λ4 > 0. L’autovettore ρ4 associato
all’autovalore non nullo λ4 rappresenta la rotazione torsionale rispetto al centro
di taglio. A questo punto si può definire la matrice ρ (4 × 3) che colleziona i tre
rimanenti autovettori associati ad autovalori nulli. Al fine quindi di riconoscere gli
altri moti rigidi descritti da autovalori viene definita la matrice seguente:

Q = 1

l
∫
s
(ψTψ + µTµ) ds, (A.4)
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dove l è la lunghezza della linea media. Le matrici C
(f)
M e Q sono quindi proiettate

nello spazio ridotto dei tre rimanenti moti rigidi della sezione mediante le seguenti
relazioni:

(ΛRρ)T
C
(f)
M (ΛRρ) = R̃

(2)
FF , (A.5)

(ΛRρ)T
Q (ΛRρ) = Q̃. (A.6)

Le matrici risultati R̃
(2)
FF and Q̃ di dimensione 3 × 3, vengono quindi nuovamente

usate per risolvere il seguente problema agli autovalori:

(Q̃ − λiR̃(2)FF )ρ̃i = 0, (A.7)

la cui soluzione porta ad ottene λ1 = 0 e λ2, λ3 > 0. L’ autovettore associato
all’autovalore nullo λ1 rappresenta la traslazione rigida, mentre gli altri autovettori
rappresentano le rotazioni rigide rispetto agli assi principali di inerzia della sezione.
La matrice modale relativa ai moti rigidi è quindi ottenuta come:

Λ̂R = ΛR [ ρρ̃ ρ4 ] . (A.8)

Infine la matrice Λ̂R deve essere normalizzata al fine che i moti rigidi della sezione
corrispondano a spostamenti unitari.

Tesi di Dottorato R. Miletta
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