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Scopo e struttura della tesi

Negli ultimi anni sono stati sviluppati diversi indicatori e diversi metodi
che utilizzano i concetti di entropia mutuati dalla teoria dell’informazione.
Alcuni di essi sono finalizzati alla misura del livello di dipendenza, di auto-
correlazione e di irregolarita (imprevedibilita e comportamento casuale) delle
fluttuazioni di una serie o di piu serie fra di loro (dipendenza, correlazione e
sincronismo).

Lo sviluppo e l'utilizzo di questo tipo di indicatori & motivato dal fatto
che le misure e i test statistici di dipendenza pili comunemente usati fanno in
genere riferimento ad opportune funzioni di correlazione basate su relazioni
lineari che coinvolgono variabili continue e/o processi Gaussiani. Tali misure
tendono pero a risultare inefficaci nel caso di variabili discrete, relazioni non
lineari o processi non Gaussiani.

Lo scopo della presente tesi ¢ quindi quello di verificare il comportamento
di alcuni di questi indicatori basati sul concetto di entropia, applicandoli a
serie binarie opportunamente generate al fine di simulare situazioni le pii
diverse fra loro. In particolare, verranno presi in considerazione alcuni in-
dicatori che hanno una lunga storia ed una letteratura ben consolidata alle
spalle, come la mutua informazione, I’entropia congiunta e ’entropia relati-
va o distanza di Kullback Leibler, ed altri di pitu recente introduzione, quale
I’entropia di Granger, Maasoumi e Racine, indicata con Sp o di utilizzo pitu
settoriale, come l'entropia approssimata di Pincus (Approximate Entropy,
indicata come ApEn).

Si tratterd quindi di comparare in maniera sistematica il comportamento
di questi indicatori mettendone in luce limiti e potenzialitd ed individuan-
do, volta per volta, quelli pit affidabili e performanti. Il nostro obiettivo,
comungque, non ¢ tanto quello di valutarne la bonta in termini di capacita di



discriminare fra dipendenza/indipendenza, ancorché non lineare. Questo, in-
fatti, in ispecie per la mutua informazione e I’entropia di Granger, Maasoumi
e Racine, é gia stato ampiamente dibattuto e dimostrato in letteratura, come
ad esempio in [10][20][29][5]. Qui si vorrebbe invece pit propriamente verifi-
care se e in che modo questi indicatori sono in grado di fornirci informazioni
utili sulla struttura delle serie cui vengono applicati, sulla loro complessita e
sul loro grado di disordine, con particolare attenzione alla ApEn, ’entropia
approssimata di Pincus, che dovrebbe essere in grado di fornire indicazioni
proprio riguardo il livello di casualita, di regolarita e di complessita di una se-
rie. Per ultimo, infine, si vorrebbe approfondire I'analisi ed il significato della
ApEn applicata non pit ad una stessa serie, bensi a due serie diverse fra loro,
misura che in letteratura prende il nome di cross-ApEn [27](41][43][44][56],
nonché proporne eventuali modifiche ed affinamenti. 1l significato e I'inter-
pretazione dei risultati forniti dalla cross-ApEn, infatti, non & sempre né
facile né univoco e puo facilmente portare a conclusioni fuorvianti, specie se
utilizzati con leggerezza ed in maniera acritica.

Si ¢ scelto di considerare unicamente dati binari in quanto questo tipo di
dati & spesso utilizzato in letteratura per una prima verifica delle prestazioni
e delle proprieta degli indicatori che si vanno caratterizzando. Cid trova
giustificazione nel fatto che le serie utilizzate, essendo costituite da due soli
valori distinti, possono essere pill agevolmente modulate sulle diverse esigenze
sperimentali ed i risultati pit facilmente previsti e verificati. Cio si traduce,
in sostanza, in un maggiore e piu preciso controllo dei fattori sperimentali.

I’analisi delle serie binarie riveste inoltre una notevole importanza di
per sé stessa. Non sono pochi infatti i casi in cui un determinato fenomeno
puo o deve essere dicotomizzato in moda da renderne pitt agevole o possibile
I’analisi. Ad esempio serie storiche dicotomizzate vengono spesso utilizzate
nell’analisi finanziaria per lo studio e la previsione del segno delle variazioni
(guadagni o perdite) dei titoli azionari e dei mercati in genere [2], nonché
della volatilita degli stessi [2][6]. Nel primo caso, il valore della variazione
dell’indice considerato, misurato fra due generici istanti t e t 41, viene sosti-
tuito con un uno oppure con uno zero a seconda che si tratti di un guadagno
(variazione positiva) o di una perdita (variazione negativa), nel secondo ca-
so la serie viene dicotomizzata classificando le variazioni osservate come ad
“alta volatilitd” o a “bassa volatilitd” in funzione del loro valore assoluto. In
questo modo si pud ridurre enormemente la complessitd del sistema senza
per altro pregiudicare il potenziale informativo dei dati stessi.

Un altro esempio di utilizzo di serie binarie si ha nel Data Mining, in par-
ticolare quando la mole dei dati, vuoi per il numero di serie storiche coinvolte,
vuoi per la lunghezza delle stesse, & talmente elevata da rendere praticamente
impossibile un’analisi adeguata a causa dei limiti fisici legati alla disponibi-
litd di memoria ed alle prestazioni degli elaboratori elettronici normalmente
disponibili. In questo caso la dicotomizzazione pud avvenire, ad esempio,
trasformando i valori delle serie in sequenze di zero e di uno a seconda che



ciascun dato si posizioni al di sopra o al di sotto della relativa media [3][54].
A differenza delle serie originarie, le serie storiche cosi trasformate possono
essere compresse e manipolate in maniera molto efficiente.! Anche in questo
caso la perdita di potere informativo dei dati é generalmente trascurabile:
Bagnall, Ratanamahatana, Keogh e Janacek hanno dimostrato che, sotto
alcune condizioni, il potere discriminante delle serie cosi dicotomizzate &
asintoticamente equivalente a quello ottenibile con le serie originarie [3].

A seconda dei risultati ottenuti e delle considerazioni che ne deriveran-
no, potrd poi essere presa in considerazione la possibilitd di estendere gli
esperimenti qui realizzati anche a serie caratterizzate da dati di tipo diverso
(interi, non interi, ecc.).

Per quanto concerne la sua struttura, la tesi si compone di quattro parti
principali.

Nella prima parte (Parte I) verranno presentati i concetti fondamentali
che sono alla base della teoria dell’informazione approfondendo, in parti-
colar modo, alcuni indicatori piu direttamente legati alla definizione di en-
tropia e, quindi, alla distribuzione di probabilita degli elementi delle serie da
analizzare, quali:

e la mutua informazione;

e l'entropia congiunta;

e l’entropia relativa, anche detta distanza di Kullback Leibler;

e la misura di Granger, Maasoumi e Racine, indicata come S;
nonché

e l'entropia approssimata (Approximate Entropy), indicata come ApEn,
e la Cross Approximated Entropy, indicata come cross-ApEn;

che si basano invece sulla presenza e sulla permanenza di determinati pattern
(insiemi di elementi consecutivi) all’interno delle serie considerate.

Nella seconda parte (Parte 1I) gli indicatori di cui sopra verranno utiliz-
zati per lo studio (autocorrelazione e livello di irregolarita) di serie binarie
appositamente create, quali:

e serie perfettamente periodiche a cui sono state applicate diversi livelli
di perturbazione casuale;

e serie perfettamente periodiche semplici con diversa lunghezza del pe-
riodo;

11 fattore minimo di compressione & di 1 : 32 dato che, per il solo effetto dell’operazione
di dicotomizzazione, la quantitd di memoria altrimenti necessaria per rappresentare un
generico elemento di una serie come numero reale, normalmente codificato con 4 byte (32
bit), si riduce ad un solo bit.



e serie complesse periodiche e non periodiche;
e serie generate da un processo stocastico;
e serie generate da un processo caotico.

Nella terza parte (Parte ITI), gli stessi indicatori verranno utilizzati per lo
studio (correlazione e sincronismo) di coppie di serie binarie generalmente
diverse fra di loro. In particolare, verranno incrociate fra loro tutte le serie
ottenute a partire da una stessa serie perfettamente periodica cui sono stati
applicati diversi livelli di perturbazione casuale.

Nella quarta parte (Parte IV), infine, si cerchera di modificare ’algoritmo
che sta alla base del calcolo della cross-ApEn in modo che i suoi risultati
possano essere utilizzati anche come misura di correlazione e non solo come
generici indicatori di “sincronia’.

Per una maggiore chiarezza e correttezza formale si fa presente che, nel
corso della presente tesi, i termini correlazione ed autocorrelazione verranno
utilizzati con un significato del tutto generale e svincolato da quello usuale di
correlazione lineare. In particolare, con il termine “correlazione” si intendera
una relazione tra due variabili casuali tale che a ciascun valore della prima
variabile corrisponda, con una certa regolarita, un valore della seconda e
viceversa. Non si tratta necessariamente di un rapporto di causa ed effetto,
ma semplicemente della tendenza di una variabile a variare in associazione
con un’altra. La correlazione potra essere diretta o positiva quando variando
una variabile in un senso anche l'altra varierd nello stesso senso, inversa o
negativa quando variando una variabile in un senso 1’altra variera in senso
inverso. Una correlazione si dice spuria se lega due fenomeni che non hanno
alcun nesso causale, indiretta quando due variabili X e Y sono correlate
perché in realta correlate entrambe ad una terza variabile Z.



Parte 1

Entropia e fondamenti di teoria
dell’informazione
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CAPITOLO 1

Concetti generali

1.1 Premesse

L’uso della probabilita per quantificare I’avverabilita dei possibili esiti’ di un
determinato fenomeno aleatorio implica sempre un certo grado di incertezza.
Se si esclude il caso banale in cui tutta la probabilitd si addensa su di un
unico risultato, rendendo cosi tale risultato certo e tutti gli altri impossibili,
a priori non ¢ infatti mai possibile pronosticare con esattezza il risultato di
un fenomeno aleatorio.

Nota che sia la distribuzione di probabilita del fenomeno, saremo pero
in grado di esprimere, con minore o maggiore sicurezza, delle previsioni in
merito ai possibili risultati del fenomeno stesso.

Intuitivamente, quando la maggior parte della probabilita & addensata
su un unico o su pochi casi (possibili risultati), si avra pit “fiducia” sul loro
verificarsi rispetto ad altri casi caratterizzati da bassa o bassissima proba-
bilita. Se si dovesse scommettere su un possibile risultato, si sarebbe natu-
ralmente portati a scommettere una cifra piu alta sui risultati caratterizzati
dalle probabilita piu elevate piuttosto che su quelli dotati di probabilita pit
bassa.

Per contro, in un fenomeno i cui possibili esiti abbiano tutti la stessa
identica probabilita (distribuzione uniforme) o probabilitd molto simili fra
loro, il dubbio sull’esito finale sarebbe sicuramente maggiore, per cui diffi-

! Per semplicita di esposizione, senza comunque perdere di generalita e se non altrimenti
specificato, tali esiti si supporranno sempre essere di tipo discreto e in numero finito.
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cilmente si sarebbe razionalmente portati a scommettere cifre consistenti su
di un risultato piuttosto che su di un altro. Si pud quindi affermare che
alcune distribuzioni di probabilitd esprimono maggiore incertezza, maggiore
aleatorieta, rispetto ad altre.

Un problema che diversi studiosi si sono posti é stato quello di esprimere
quantitativamente questo concetto di incertezza, definendo una qualche en-
titd matematica che, data un certa distribuzione di probabilita, vi associasse
un valore numerico che potesse essere interpretato come misura dell’incertez-
za espressa dalla distribuzione stessa.

Nelle pagine seguenti verranno brevemente illustrate alcune delle princi-
pali entitd matematiche che sono state sviluppate per cercare di dare una
risposta a questo problema.

1.2 L’entropia di Shannon

II concetto di entropia (entropia termodinamica) fu introdotto da Rudolf
Clausius. FEgli per primo, nel suo “Trattato sulla teoria meccanica del ca-
lore” del 1864, utilizzo la parola entropia (dal greco ev, “dentro” e Tpomn,
“cambiamento”) ad indicare che se un sistema, alla temperatura assoluta T’
(in gradi Kelvin), riceve una quantita di calore d@, la sua “entropia” aumenta
di una quantita dS = dQ/dT. L’entropia rappresenta quindi una misura del
disordine di un sistema.

La meccanica statistica correla ancora pill intimamente ’entropia al con-
cetto di ordine tramite la relazione S = klogW, dove k é la costante di
Boltzmann e W (thermodynamische Wahrscheinlichkeit, probabilita termo-
dinamica) rappresenta il numero di microstati distinti corrispondenti al mede-
simo stato macroscopico. La definizione meccanico-statistica & considerata
la definizione fondamentale di entropia, dato che tutte le altre possono essere
da essa matematicamente derivate, ma non viceversa.

In teoria dell’informazione, 'entropia € invece definita come la quantita
di incertezza o di informazione associata ad una variabile aleatoria.

All’inizio degli anni 40 del '900 si pensava che aumentando la velocita
di trasmissione di informazioni su di un canale di comunicazione dovesse
aumentare di pari passo anche la probabilita di errore. Con i suoi studi
riguardanti il modo in cui diversi segnali potevano essere compressi e trasmes-
si in maniera efficiente, Claude Shannon per primo dimostro che cio non era
vero purché la velocita di trasmissione non fosse superiore alla capacita del
canale. Egli intul inoltre che processi casuali come la musica o il discorso
avevano un determinato livello di complessita al di sotto del quale il segnale
con cui tali grandezze venivano trasmesse non poteva essere ulteriormente
Ccompresso.
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Shannon, su consiglio di John Von Neumann, chiamo tale complessita
entropia, in omaggio al significato che questa parola aveva assunto in ter-
modinamica.

Shannon racconto pitl tardi che una delle sue piil grandi preoccupazioni fu
come chiamare questo suo risultato. In un primo momento penso di chiamar-
lo informazione, ma la parola era gia fin troppo usata, cosi decise di chiamarlo
incertezza. Quando discusse della cosa con Von Neumann, quest’ultimo ebbe
un’idea migliore e gli suggeri di chiamarlo entropia, e questo per due motivi:
“Innanzitutto, la tua funzione d’incertezza & gid nota nella meccanica sta-
tistica con quel nome. In secondo luogo, e piu significativamente, nessuno
sa cosa sia con certezza l’entropia, cosi in una discussione sarai sempre in
vantaggio” [45].

Nel suo lavoro sulla teoria matematica delle telecomunicazioni pubbli-
cato nel 1948 sulla rivista “Bell System Technical Journal”[47], Shannon
diede una definizione generale della misura H di tale entropia, ovvero del-
I'informazione o dell’incertezza associata ad un insieme di n possibili eventi,
ciascuno caratterizzato da una determinata probabilita p;.

Una tale misura H(pi1,p2,...,pn) avrebbe dovuto possedere almeno le
tre seguenti fondamentali proprieta:

1. avrebbe dovuto essere una funzione continua delle probabilita p;. In
questo caso una qualsiasi piccola variazione nella distribuzione di pro-
babilita p1,pa, ..., pn avrebbe dovuto condurre ad una corrispondente
piccola variazione di H.

2. Se tutte le probabilita p; fossero state uguali (distribuzione uniforme),
cioé¢ p; = 1/n, con i =1,2,...,n, allora H avrebbe dovuto essere una
funzione monotonica crescente di n. Nel caso di eventi ugualmente
probabili, infatti, tanto maggiore & il numero di eventi possibili, tanto
maggiore & 'incertezza sul possibile risultato.

3. Se l'esito (evento elementare) associato ad un determinato fenomeno
avesse potuto essere scomposto nella realizzazione di due scelte succes-
sive, l’entropia complessiva H del fenomeno avrebbe dovuto corrispon-
dere alla somma pesata dei valori delle entropie relative ai vari eventi
in cui il fenomeno era stato scomposto. In altre parole, H avrebbe
dovuto essere funzione unicamente della distribuzione di probabilita
riferita agli eventi elementari e non di come gli stessi avrebbero potuto
venire eventualmente raggruppati all’interno della distribuzione.

Da un punto di vista matematico il punto 3 puod essere meglio descritto e
formalizzato mediante il seguente esempio:

Si consideri 'estrazione di un generico oggetto da un insieme di n possibili
oggetti, ciascuno caratterizzato da una propria probabilita p;. Si supponga
poi che tale estrazione possa essere “scomposta’ nella realizzazione di due
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successive estrazioni, con una prima estrazione individuante un’urna j fra k
possibili, con ciascuna urna caratterizzata da una probabilitd di estrazione
pari a w; e contenente n; degli n oggetti. In questo caso si avrebbero n pos-
sibili eventi elementari (Iestrazione di uno qualsiasi fra gli n oggetti), carat-
terizzati ciascuno da una probabilita p;, con ¢ = 1,2,...,n, ma raggruppati
in k gruppi (le k£ urne) di probabilita w;, con j =1,2,...,k, con:

ni n2 n k
U)I:Zpi; wa = Z pi; . W= Z pi e an:n
i=1 J=1

i=nq+1 i=ng_1+1

allora:

k
H(p) = H(w) + Y w;H[{pi|w;}]
j=1

dove H(p) ¢ 'entropia della distribuzione di probabilita degli eventi elemen-
tari non aggregati, H(w) ¢ l'entropia riferita ai gruppi e {p;|w;}; esprime
la distribuzione di probabilita condizionata relativa agli eventi elementari
appartenenti all’i-esimo gruppo.

Shannon dimostrd che la sola misura, H, che soddisfa alle tre sopra
enunciate proprieta ha forma [47]:

n
H=—kY pilogpi
=1

con k costante positiva che dipende, semplicemente, dall’unitd di misura
scelta. Ponendo k = 1 ed utilizzando il logaritmo in base due, Shannon

n
defini la misura H = — Z p; logs p; come entropia dell’insieme di probabilita
i=1
{p1,p2,- -, pn}-

Nel caso in cui X sia una variabile casuale, H(X) ne indichera pertan-
to l'entropia. In questo caso X non rappresenta I’argomento di una fun-
zione, ma un simbolo necessario a differenziare, ad esempio, ’entropia della
variabile casuale X, H(X), da quella di Y, H(Y).

Se si utilizza il logaritmo in base due, I'unita di misura dell’entropia sara
espressa in bit e I'entropia potra essere pensata, anche, come il numero medio
di cifre binarie necessarie a codificare la variabile casuale considerata.

L’entropia H ¢ inoltre caratterizzata dalle seguenti importanti proprieta:

1. lentropia di una distribuzione di probabilita {p;}, con i = 1,2,...,n,
é uguale a zero se e solo se tutte le probabilitd p; sono uguali a zero
eccetto una sola che vale invece uno. Cio significa che H assume valore
zero unicamente quando vi é certezza del risultato mentre, in caso
contrario, H € positiva;

14



2. D'entropia di una distribuzione di probabilita {p;}, con i =1,2,...,n,
& massima ed uguale a log, n quando tutte le probabilita p; sono uguali
fra loro, ovvero quando p; = 1/n (distribuzione uniforme), situazione
questa che esprime la massima incertezza;

3. ogni modifica del valore delle probabilita {p;} orientata verso il loro
livellamento (ovvero verso il caso di equidistribuzione o distribuzione
uniforme), determina un incremento del valore di H.
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Figura 1.1: Entropia nel caso di due eventi di probabilita p e (1 — p) [48, p. 55].

1.2.1 L’entropia di Shannon come entropia termodinamica

Si puo agevolmente dimostrare che ’entropia di Shannon é equivalente alla
classica definizione di entropia utilizzata in termodinamica:

S(E) =1log N(E)

dove N(E) indica il numero di microstati accessibili in funzione dell’energia
E. Poiché si assume che i possibili microstati di uguale energia siano tutti
ugualmente probabili, la probabilita dell’i-esimo microstato é pari a p(i) =
1/N(E). Sostituendo nella formula di Shannon 1/N(E) a p(7) si ha:

1

1
i=1

che equivale, per le proprieta del logaritmo, a:
| N1
H = —log N equindi H =logN —
;1 ~ log q g ; ~
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che, dopo aver risolto la sommatoria, si riduce a:
H=1logN

che & proprio I'entropia termodinamica.

1.2.2 L’entropia di Shannon come sorpresa media

Se indichiamo con X una variabile casuale atta a rappresentare un generico
fenomeno aleatorio, la quantita — logy p(x;) € spesso indicata come “sorpresa”
relativa al possibile evento x; di X. Infatti, se p(z;) & piccola, noi saremmo
certamente alquanto “sorpresi” dall’assistere al verificarsi dell’evento z; ed
invero la quantita — logy p(z;) sara grande. Se invece la probabilita p(x;) &
alta, la “sorpresa” non potra che essere bassa e cio & correttamente indicato
da un pin basso valore della quantita — log, p(x;).

E’ quindi ragionevole assumere la quantita — log, p(z;) come misura della
“sorpresa” relativa al verificarsi del generico evento x;, in quanto — log, p(z;)
¢ tanto piu elevato quanto piu ¢ bassa la probabilita p(x;) associata ad z; e
viceversa.

L’entropia di Shannon puod quindi essere vista anche come valore atteso
della sorpresa, o sorpresa media, riferita ai possibili esiti di un determinato
fenomeno aleatorio. Essa puo essere infatti riscritta come:

H(X) =) [~logy p(xi)] p(z:) = E [~ logy p(x;)]
(2

L’entropia indica quindi, in media, la sorpresa che avremmo nell’appren-
dere Deffettivo risultato di un determinato fenomeno casuale. Cio rafforza
il concetto di H come misura dell’incertezza associata ad una determinata
distribuzione di probabilita: maggiore ¢ 'incertezza associata ad un determi-
nato fenomeno, maggiore sara la sorpresa, in media, nell’apprendere il reale
esito del fenomeno stesso.

1.3 Entropia di una variabile aleatoria multidimen-
sionale: 1’entropia congiunta

Date due variabili casuali X e Y che prevedano m possibili eventi la prima
ed n possibili eventi la seconda, la probabilita congiunta che si verifichi con-
temporaneamente ’evento x; per la variabile casuale X e I’evento y; per la
variabile Y ¢ indicata con p(z;,y;).

Estendendo alle variabili a due dimensioni i concetti sviluppati per le
variabili aleatorie unidimensionali, ’entropia della variabile congiunta X,Y
¢ definita nel modo seguente [8, p. 15]:

H(X,Y)=— Z Zp(xi,yj) logy p(i, ;)
i
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Le entropie delle singole variabili X e Y possono poi calcolarsi come:
= =D Y p(wiy;)logy Y plxi,y;)
tog J
= =D pwiy;)logy Y plxi,y;)
i g i

essendo p(x;) Zp xi,y;5) € p(y;) Zp xi,y;) le probabilitd marginali

rispettivamente d1 XediY. Un raglonamento analogo vale per variabili
n-dimensionali.

1.4 Entropia condizionale

Nel caso di due variabili casuali X ed Y aventi distribuizione di probabi-
litd congiunta p(z;,y;), la probabilitd condizionata p(y;j|z;) che, fissato un
determinato evento x; di X, si verifichi un qualsiasi evento y; di Y & data
da:

Plyjle) >, p(wi, yj)
ovvero ( )
_ D\T4, Y5

dato che p(x;) = 32; p(zi, y;)-

In questo contesto viene comunemente definita entropia condizionale di
Y dato X [14, p. 16], H(Y|X), la media pesata dell’entropia di ¥ dato ogni
possibile evento xz; di X calcolata con pesi proporzionali alla probabilita di
ottenere quel particolare evento x;, ovvero:

H(Y|X) = ZZP i, y;) 1oga p(y;|z:) (1.1)

L’entropia condizionale H (Y| X)) misura 'incertezza media di Y quando ¢
noto il valore di X. Sostituendo nella (1.1) a p(y;|z;) la notazione equivalente
p(zi,y;)
Zj p(ws, yj)

si ha:

HYX) = =D pte)lons oo gjﬂj/]) -

= _Zzp i, Y;) logs p(Ti, yj) Zzp i, Y;) log, Zp i, Yj)

= H(X, Y) — H(X)

0, anche:
H(X,)Y)=H(X)+ H(Y|X)
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H(X,Y)=H(Y)+HX|Y)

L’incertezza (entropia) della variabile aleatoria congiunta X, Y ¢ pertanto
pari alla somma dell’incertezza della variabile X e di quella di Y quando X
¢ noto. In generale si ha inoltre che H(X|Y') # H(Y|X).

Nel caso di n variabili casuali X1, X, ..., X, aventi densita di probabilita
congiunta p(x1,xg, ..., T, ), per laregola della catena per 'entropia [8, p. 21],
si ha poi che:

n
H(X1,X2,...,X,) =Y H(Xi|X;1,...,X1)
=1

1.5 Mutua informazione

Un’indicazione importante del legame eventualmente esistente fra due va-
riabili aleatorie X ed Y ¢ dato dalla mutua informazione [8, p. 18]:

ZZP i, y;) log, (( ai%) (1.2)

z;)p(Y;)

Applicando le regole dei logaritmi, la (1.2) puo infatti essere riscritta nella
forma:

I(X;Y) = ZZP i, Y;) log, (( )‘7@3)

= Z Zp(xzvyj) logy (4, ;) + Z Zp(iﬁi,yj) log, p(;) +
i g ) !
1
+zi:zj:p($i,yj)10g2 o)
= 2.2 p(iyy)logap(wi,y;) — > p(wi) logy plx:) = > p(y;) loga p(y)

i
= —-HX,)Y)+HX)+H(Y)
ovvero
I(X;Y) = HX)+HY)-H(X,)Y) (1.3)
= HX)-H
= H(Y)-H(Y[X)
E’ evidente, quindi, che la mutua informazione tra due variabili casuali
non & nient’altro che la riduzione di incertezza di una variabile dovuta alla

conoscenza dell’altra. Se la conoscenza di Y riduce la nostra incertezza su
X, allora si dice che Y porta informazioni su X.
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Se X e Y sono indipendentemente distribuite, ovvero se p(x, y) = p(z)p(y),
la mutua informazione fra le due variabili & zero. Inoltre, tale misura &
simmetrica, cioé I(X;Y) = I(Y; X), ed é sempre non negativa.

Si ha poi che

I(X;X) = H(X)

per cui, a volte, la mutua informazione & detta anche qutoinformazione.
Si puo calcolare, infine, anche la mutua informazione condizionale [8, p.
22| fra due variabili aleatorie X e Y data una terza variabile casuale Z:

. _ _ _ s 2 1o p(l‘i,yj\zk)
[XGY12) = HOZ)-HOXY, 2) = 32503 ple s ) V082 s, s

Per la mutua informazione condizionale vale la regola della catena per
I'informazione, ovvero [8, p. 22]:
n
I(X1, X9, X3 Y) =Y I(XY|Xi1, Xica, ..., X1)
i=1

1.5.1 Il condizionamento riduce ’entropia

Dalla precedente (1.3) si ha che I(X;Y) = H(X) — H(X|Y). Poiché la
mutua informazione & sempre non negativa possiamo scrivere:

H(X)— H(X|Y) >0

per cui
H(X) = H(X]Y)

Ne discende, quindi, che la conoscenza di una variabile non pud mai au-
mentare I'incertezza relativa all’altra variabile anzi, tale incertezza non potra
che diminuire a meno che X ed Y non siano fra loro indipendenti, nel qual
caso essa non subisce variazioni. Da quanto sopra deriva immediatamente
che:

H(X,Y) < H(X) + H(Y)

dove il segno di uguaglianza vale solamente nel caso di eventi fra loro in-
dipendenti, ovvero quando p(x;,y;) = p(x;)p(y;). Infatti

H(X,Y)=H(X)+ HY|X) < HX) + HY)

poiché
H(Y|X) < H(Y)
Piu in generale [8, p. 28|, date n variabili casuali X, X»,..., X, aventi
funzione di probabilita congiunta p(x1,xg,...,x,) si ha:

n
H(X17X27 s 7X’fl) < ZH(XZ)
=1
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1.5.2 Disuguaglianza dell’elaborazione dell’informazione

Se X,Y, Z formano una catena di Markov, per definizione la distribuzione
condizionale di Z dipende solo da Y essendo condizionalmente indipendente
da X, ovvero X =Y — Z.

In questo caso si ha che [8, p. 32|:

I(X;Y) > I(X;2)
Se Z = g(Y), poiche ¢ X — Y — Z| si ha che:
I(X;Y) > I(X;9(Y))

Cio significa che nessuna elaborazione su Y, sia di tipo casuale che
deterministico, puo far aumentare 'informazione che Y contiene su X.

1.5.3 Disuguaglianza di Fano

Date due variabili casuali X ed Y, la disuguaglianza di Fano mette in re-
lazione la probabilitd di errore che si commette nel cercare di individuare il
valore di X, noto che sia quello di Y, all’entropia condizionale H(X|Y).

Poiché ’entropia condizionale di una variabile casuale X, fissata un’altra
variabile casuale Y, & zero se e solo se X & funzione di Y, sard possibile
stimare X a partire da Y con una probabilitd di errore pari a zero se e solo
se H(X|Y) = 0. Analogamente, ci si potra aspettare di poter stimare X con
una bassa probabilita di errore se e solo se H(X|Y) & bassa.

Si supponga percio di voler stimare X a partire dalle osservazioni di una
variabile aleatoria Y, correlata alla X tramite la distribuzione di probabilita
condizionale p(z]y) e sia X = g(V) tale stima. Puo essere allora desiderabile
calcolare gli estremi della probabilita per cui X # X.

Sia P, = P()A( # X)), ovvero la probabilita di errore nella stima, allora
[8, p. 39]:

H(Pe) +Pelog2(|X’ - 1) > H(X‘Y)

o anche, ma con un’approssimazione maggiore:
H(X|Y)-1

1+ P.1 Xl > HX|Y P >
+ P.logy |X| > H(X|Y) ovvero > log, | ¥

con |X'| numero di valori distinti che la variabile casuale X puo assumere.

1.6 Entropia relativa o distanza di Kullback Leibler

L’entropia relativa D(p||q)? ¢ una misura della distanza fra due distribuzioni
0, anche, una misura dell'inefficienza che si riscontra se si assume che la

*In questo contesto si utilizza il simbolo || ad indicare il confronto tra due distribuzioni
di probabilita che, se si usasse il simbolo |, questo potrebbe essere facilmente confuso con
quello di condizionamento di una variabile rispetto all’altra.
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distribuzione di probabilita della variabile aleatoria X sia g quando invece
la vera distribuzione & p.?

L’entropia relativa, o distanza di Kullback Leibler, fra due distribuzioni
di probabilita p e ¢ ¢ definita* come [8, p. 18]:

p(x)

L’entropia relativa & sempre non negativa, ovvero D(p||q) > 0, ed & zero
se e solo se p(z) = q(x) per ogni =z € X.

L’entropia relativa non é tuttavia una vera misura di distanza in quanto
non & 81mmetrlca e non soddisfa la disuguaglianza triangolare ||@ + b'|| <
e + | I |. Cio non di meno ¢ spesso utile pensare all’entropia relativa
come alla “distanza” fra due distribuzioni.

La mutua informazione fra due variabili aleatorie X ed Y qualsiasi

( zvyy)
=2 2l og oS

altro non é che I'entropia relativa fra la distribuzione di probabilita congiunta
delle variabili X e Y ed il prodotto delle relative distribuzioni di probabilita
marginali, ovvero:

I(X;Y) = D [p(x,y)|lp(z)p(y)]

L’entropia relativa condizionale ¢ definita invece come |8, p. 22]:

D [p(ylz)|lq(y|z)] Zp (2;) Zp (y;]:) logy Ey]"x:;

Data l'entropia relativa e ’entropia relativa condizionale, vale la regola
della catena per Ientropia relativa [8, p. 23|, ovvero:

D [p(z, y)lla(z, y)] = D [p(x)llq(x)] + D [p(y|x)[lq(y|2)]

1.7 Densita di entropia

Fino ad ora si é focalizzata 'attenzione sul concetto di entropia associato a
variabili casuali ed a distribuizioni di probabilitd. E’ pero possibile applicare
tale concetto anche a sequenze di simboli (stringhe e serie storiche) [14].

3Se, per esempio, si conoscesse la vera distribuzione di probabilita, p della variabile
aleatoria X, per descrivere tale variabile si potrebbe costruire un codice di lunghezza
media H(p). Se si usasse invece un codice basato sulla distribuzione ¢, avremmo bisogno
di H(p) + D(pl|q) bits in media per descrivere adeguatamente X.

Si assume che Olog? = 0 e plogZ = 400, in analogia al caso continuo dove
lim,_,o plog .= 0 e limy,0 plog o= +o0.
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<
Si consideri una stringa di lunghezza infinita S= ... X_1, Xo, X1, Xo, ...,
dove le X; identificano altrettante variabili casuali aventi come possibili valori
i simboli di un determinato alfabeto finito X, cioé X; = x; € X.

Si indichi con S,, = X3, ..., X, un blocco consecutivo di n variabili e sia
p(x1,T2,...,2,) = p(s,) la probabilitd congiunta dei blocchi di n simboli
consecutivi.

Tale probabilita si assume invariante alle traslazioni, ovvero:
p(Ti, Tig1, ..., Tiyn-1) = p(@1,T2,...,2,) perogniiedn

il che equivale a considerare tali simboli come generati da un processo sto-
castico stazionario.

La stringa si puo inoltre suddividere in due parti, in una parte sinistra,
S, corrispondente al “passato”; e in una parte destra, S, corrispondete al
“futuro”, nel modo seguente:

<§E...,X,3,X,2,X,1 ed ?EX07X1,X2,...

<
Per calcolare I'entropia dell’intera sequenza S si potrebbe cominciare cal-
colando l'entropia di Shannon, H(.S,), per blocchi di n simboli consecutivi:

H(S,) =— Z Z p(x1, ..., xn)logy p(z1,. .., xy)

r1EX Tn€X

per poi far tendere n all’infinito, ma si vedrebbe come anche H(S,)
tenderebbe all’infinito positivo, come d’altronde & abbastanza, intuitivo sup-
porre, avendo a che fare con un numero infinito di variabili.

Come si pud quindi confrontare I’entropia di serie composte da un numero
infinito di variabili se tale entropia ¢ infinita? Una soluzione [14, p. 14]
potrebbe essere quella di calcolare la cosiddetta densita di entropia®, hy,

OvVVvero:

detta anche, a seconda dei contesti, “tasso di entropia”, “entropia metri-
ca’, ecc. La densitd di entropia pud essere riscritta anche come entropia
condizionale:

hH: lim H(Xn|X0,X1,...,Xn,1)

n—-+00o

Per processi stazionari, la densita di entropia pud essere pensata anche
come ’entropia o I'incertezza associata, in media, ad un dato simbolo se tutti
i simboli precedenti della serie sono conosciuti.

Se esiste una forte correlazione fra i simboli considerati, la conoscenza di
tutti i simboli precedenti ridurra grandemente 'incertezza riguardo al valore

5Si pud dimostrare che il limite A, esiste, quanto meno, per tutti i processi stocastici
stazionari, vedi [8, pp. 63-66].
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del successivo. La densita di entropia puo essere espressa anche nell’ulteriore
forma [14, p. 15]:
h,= li H(S,) — H(S,—
w=lim [H(S,) ~ H(S, 1))
da cui risulta chiaro che h, esprime il tasso di crescita dell’entropia man
mano che si considerano blocchi di simboli sempre pit lunghi. La densita
di entropia, in definitiva, misura quanto un sistema sia prevedibile, ma non
fornisce alcuna indicazione riguardo alla possibile difficolta nella previsione
<> A d
stessa. Si considerino infatti le due stringhe S 4 ed Sp seguenti:

§A= ...101010101010101010101010.. ..

?B: ...101011001010110010101100. ...

Entrambe le stringhe sono periodiche, ovvero vi & un blocco di simboli che
si ripete indefinitivamente: la prima ha periodo due (il blocco che si ripete,
“107, ¢ composto di soli due simboli), mentre la seconda ha periodo 8 (il
blocco che si ripete, “10101100”, ¢ composto invece da 8 simboli). Per queste
loro caratteristiche, I'evoluzione di entrambe le serie pud essere prevista con
certezza e la densita di entropia di entrambe, di conseguenza, & pari a zero.

Chiaramente, pero, la complessita delle due serie non ¢ la stessa. Il perio-
do di § p € piit lungo di quello di §> A, cosl sarebbe ragionevole attendersi che
il comportamento di <§B sia in un certo qual modo pit difficile da prevedere

d
di quello di S4. Questa perd ¢ una distinzione che h, non ¢ in grado di
evidenziare.
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CAPITOLO 2

Complessita di Kolmogorov

Le misure di entropia fino ad ora analizzate cercano tutte di quantificare il
livello di disordine o la vicinanza ad una condizione di massima casualita,
ma non sono in grado di descrivere la complessita intrinseca di un fenomeno,
potendosi infatti osservare uguali livelli di entropia in fenomeni anche molto
diversi fra loro dal punto di vista della complessita descrittiva.

In questo capitolo tratteremo quindi del concetto di complessita elaborato
da Kolmogorov, concetto strettamente legato a quello di entropia e che, come
tale, pitt volte compare in teoria dell’informazione, ma che non deve essere
confuso, come invece alcune volte avviene, con quello proprio di entropia.

Nel 1965 Kolmogorov formuld la sua definizione della complessita intrin-
seca descrittiva di una sequenza di simboli come la lunghezza del piu corto
programma binario per calcolatore in grado di descrivere quella determi-
nata sequenza'. In questo modo, la complessita di Kolmogorov riferita ad
una determinata sequenza non ¢ direttamente vincolata alla distribuzione di
probabilita che la caratterizza.

Kolmogorov dimostro come la sua definizione di complessita fosse sostan-
zialmente indipendente dal calcolatore utilizzato e come la lunghezza attesa,
in bit, del piti breve programma binario atto a descrivere una stringa generata
da una variabile casuale fosse approssimativamente uguale all’entropia della
variabile casuale stessa.

1 fatto che si parli di programma piti corto non implica necessariamente che esso sia
anche il piu efficiente dal punto di vista computazionale e che, quindi, ne minimizzi anche
il tempo di esecuzione, condizione questa che, invece, in genere non si realizza
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Nella pratica non & perd possibile utilizzare concretamente il concetto
di pitl corto programma binario per computer perché ci potrebbe volere un
tempo indefinitivamente lungo per riuscire ad individuare tale programma
minimale. 11 concetto di complessita di Kolmogorov pud essere tuttavia
considerato come un modo di pensare e di affrontare i problemi in accordo
al principio che la spiegazione pitt semplice é sempre la migliore.

Alcuni esempi [8, p. 145| potranno meglio chiarire il concetto sopra
esposto. Si considerino le tre stringhe seguenti:

1. 0101010101010101010101010101010101010101010101010101010101010101
2. 0110101000001001111001100110011111110011101111001100100100001000
3. 1101111001110101111101101111101110101101111000101110010100111011

Quale potrebbe essere il piu corto programma binario atto a descrivere
(stampare) ciascuna di queste sequenze? La prima sequenza ¢ evidente-
mente molto semplice in quanto é la ripetizione, per trentadue volte, della
stessa coppia di simboli “01”. Un semplice programma? atto a descrivere tale
sequenza potrebbe essere, ad esempio, del tipo:

K =32
stampa K volte la stringa “01”

Si pud notare come, in questo caso, la complessitd di Kolmogorov non
vari al variare della lunghezza della stringa, in quanto il programma atto a
rappresentarla rimane sempre lo stesso, essendo sufficiente sostituire a 32 il
numero effettivo di ripetizioni della coppia “01” che caratterizzano la stringa.

La seconda sequenza sembra casuale, ed infatti supera molti test di ca-
sualita, ma in realta ¢ espansione binaria di v/2 — 1, e quindi ¢ ancora una
sequenza “semplice”. Un programma atto a rappresentarla potrebbe essere:

K =064

calcola? 2 — 1

converti il risultato in un numero binario
stampane le prime K cifre

Anche in questo caso la lunghezza del programma & costante non essendo
dipendente dal numero dei simboli che caratterizzano la stringa (le prime K
cifre della trasformazione binaria del numero reale v/2 — 1).

Anche la terza sequenza sembra random, a parte il fatto che la pro-
porzione di 1 non & prossima a quella attesa del 50% (ci sono infatti qua-
rantatre 1 e solo ventuno 0). In questo caso, per mezzo di opportuni algo-
ritmi di compressione, la sequenza potrebbe essere espressa con all’incirca

%Per esigenze di comprensione esso ¢ scritto in linguaggio discorsivo, ma il concetto che
ne ¢é alla base non cambia.
3Tutti gli elaboratori dispongono di una funzione per il calcolo della radice quadrata
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logy n+nH (k/n) bit*, dove n identifica la lunghezza della sequenza e k rap-
presenta il numero degli 1 presenti. Anche questa volta, quindi, & possibile
esprimere la sequenza con un numero di bit inferiore ad n ed il vantaggio
di questa rappresentazione sara tanto pill elevato quanto piu le proporzione
dei simboli presenti nella sequenza (in questo caso 0 ed 1) si discostano da
quelle di perfetta casualitd. Si pud concludere che, anche in questo caso, la
sequenza, nonostante appaia come casuale, é relativamente “semplice”, anche
se non cosi semplice come le due precedenti che potevano essere rappresen-
tate per mezzo di programmi di lunghezza costante. In questo caso, invece,
la lunghezza del programma, e quindi la complessita di Kolmogorov associata
alla sequenza, ¢ proporzionale ad n.

Consideriamo infine una sequenza completamente casuale 010100101110
...011010010 quale potrebbe essere, ad esempio, quella generata dal lancio
di una moneta non truccata. In questo caso possiamo ottenere 2" possibili
sequenze di lunghezza n tutte ugualmente probabili. E’ inoltre molto pro-
babile che una sequenza di questo tipo non sia comprimibile (ovvero che non
sia possibile descriverla con un numero di bit inferiore al numero di cifre che
la compongono) e che, quindi, per rappresentare tale sequenza non vi sia
programma migliore di uno del tipo:

stampa la stringa 010100101110...011010010

e che, quindi, la complessita descrittiva di una sequenza binaria completa-
mente casuale sia pari alla lunghezza della sequenza stessa.

2.1 Indipendenza della nozione di complessita dal
tipo di calcolatore considerato

La nozione di intrinseca complessita é indipendente dal calcolatore che viene
utilizzato per definirla, ovvero la lunghezza del pit corto programma bi-
nario realizzabile per descrivere una determinata sequenza di simboli non
dipende dal calcolatore considerato, in quanto tale lunghezza rimane sem-
pre la stessa a meno di una costante addittiva che caratterizza i diversi tipi
di calcolatore. Inoltre, nel caso di lunghe sequenze ad elevata complessita,
questa costante addittiva, che rappresenta, in sostanza, la lunghezza del pre-
programma che consente ad un determinato calcolatore di simularne un altro,
diventa trascurabile.

Il concetto di cui sopra si traduce nel fatto che ogni calcolatore, anche il
pit semplice, pud essere considerato come universale, nel senso che, a partire
da un qualsiasi calcolatore, mediante 'utilizzo di programmi pitt o meno
complessi, ¢ sempre possibile simulare il comportamento di tutti gli altri.

“H(k/n) é l'entropia di una distribuzione di probabilita binaria del tipo: P(X = 0) =
(n—k)/ne P(X=1)=k/n
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Come calcolatore di riferimento per il calcolo della complessita di Kol-
mogorov si considera, in genere, la Macchina Universale di Turing o UTM,
definita teoricamente nel 1937 da Alan Turing come un insieme di operazioni
elementari atte a simulare il comportamento computazionale umano. Essa
rappresenta, concettualmente, il pit semplice calcolatore universale e, come
tale, ogni nuovo sistema di calcolo pud esservi sempre ricondotto. Di con-
seguenza, ogni calcolatore pud essere sempre simulato da e simulare una
Macchina Universale di Turing .

2.2 Definizione rigorosa di complessita di Kolmogorov

Data una stringa binaria « di lunghezza finita e un calcolatore universale U,
denotata con [(x) la lunghezza della stringa = e con U(p) 'output del calco-
latore U quando gli viene sottoposto il programma p, si definisce complessita
di Kolmogorov (o complessita algoritmica) Ky, di una stringa x rispetto al
calcolatore universale U la descrizione di x avente lunghezza minima, ovvero
[8, p. 147

Ku(w) = min (p),

e cioé la minima lunghezza fra tutti i possibili programmi interpretati dal
calcolatore U che stampano la stringa x.

La complessita di Kolmogorov pud essere pensata anche come segue:
“se una persona pud descrivere una sequenza di simboli ad un’altra per-
sona in maniera tale da condurre, senza ambiguita e in un tempo finito,
al calcolo o alla rappresentazione di tale sequenza, il numero di bit impie-
gati nella descrizione rappresenta un limite superiore per la complessita di
Kolmogorov”. Ad esempio, con 70 caratteri si potrebbe scrivere “Stampa le
prime 1.239.875.981.825.931 cifre della radice quadrata di €”. Considerando
8 bit per carattere (ASCII), la complessita di Kolmogorov di quel numero
enorme non ¢ pitt grande di 8 x 70 = 560 bit. La maggior parte di se-
quenze di questa lunghezza avrebbe invece una complessita di Kolmogorov
pari a 1.239.875.981.825.931 bit, ma nel caso specifico esiste un semplice
algoritmo che ci consente di calcolare direttamente la radice quadrata di
e consentendoci, quindi, un notevole risparmio in termini di complessita
descrittiva.

Nella definizione precedente non si fa menzione della lunghezza della
stringa . Se si assume che il calcolatore conosca gia la lunghezza I(z) della
stringa x, si puo definire la complessita condizionale di Kolmogorov, nota
[(x), come 8, p. 148|:

Kyleli(z)] = min  1(p),
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inoltre, se U ¢ un calcolatore universale, allora, per ogni altro calcolatore A,
si ha che:
Ku(w) < Ka@) + ca

per tutte le stringhe x € {0,1} e dove la costante c4 non dipende da x
(universalita della complessita di Kolmogorov)[8, p. 148].

La costante c4 puo essere anche molto grande, in quanto legata alle di-
mensioni del programma, che consente ad un calcolatore di simularne un altro,
e quindi di riprodurne tutte le routine e le funzioni. Il punto fondamentale,
pero, & che la lunghezza del programma di simulazione, e quindi la dimen-
sione della costante c4 ¢ indipendente dalla lunghezza di x, la stringa che
deve essere rappresentata. Per sequenze sufficientemente lunghe, la lunghez-
za del programma di simulazione diventa trascurabile, motivo per cui spesso
si puo trattare la complessita di Kolmogorov trascurando tale costante.

Se U e A sono entrambi calcolatori universali, si ha sempre che:

[Ky(z) — Ka(z)| < c

Nel seguito sono riportati gli enunciati di alcuni teoremi utili a descrivere
diverse proprieta della complessita di Kolmogorov.

e La complessita condizionale non é maggiore della lunghezza della se-
quenza [8, p. 149], ovvero:

Klz|l(z)] <l(x)+ ¢

e Limite superiore della complessita di Kolmogorov [8, p. 149]:

K(z) < Klz|l(z)] + 2logy l(x) + ¢

e Limite inferiore della complessita di Kolmogorov [8, p. 150]. Il nu-
mero di stringhe z aventi complessita K(z) < k soddisfa la seguente
disuguaglianza:

Hx e {0,1} : K(x) < k| < 2F

e La complessita di Kolmogorov di una stringa binaria x ¢ limitata da
[8, p. 153]:

1 n
K(xzi1zo...2n]n) < nHp (sz> +2logyn + ¢
)

con Hy(p) = —plogyp — (1 — p)logy(1 — p)
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Si avra successo nel comprimere la stringa, ovvero nel rappresentarla
mediante un numero di bit inferiore al numero delle cifre che la compongono,
solo se I(p) < I(x), dove l(p) ¢ la lunghezza del programma di compressione,
ovvero se K(x) < l(x).

In generale, quando la lunghezza [(z) della sequenza ¢ piccola, la costante
che compare nell’espressione della complessita di Kolmogorov sovrastera di
gran lunga il contributo di /(x), quindi i teoremi di cui sopra sono utili
soprattutto quando I(x) é molto grande. In questo caso la costante, che non
dipende da [(x), potra essere tranquillamente trascurata.

2.3 Complessita di Kolmogorov ed entropia

In generale, come gia precedentemente accennato, il valore atteso della com-
plessita di Kolmogorov di una sequenza casuale & prossimo all’entropia di
Shannon. Una definizione piu rigorosa della relazione fra complessita di Kol-
mogorov ed entropia puod essere espressa come segue [8, p. 154]: dato un
processo stocastico {X;} costituito da variabili casuali i.i.d. con densita di
probabilita f(x),z € X, dove X & un alfabeto finito e sia

n

fla™) = 1] f(a:)

i=1
allora, per ogni n esiste una costante c tale che

H(X) < i;f(x")K(x”\n) < H(X)+ Wi;’g" n %

1
di conseguenza lim —FE[K(X"|n)] = H(X)

n—+oo n

2.4 Casualita algoritmica e sequenze incomprimi-
bili

Come si € potuto osservare nei paragrafi precedenti, esistono un certo numero
di lunghe sequenze che possono essere considerate relativamente “semplici”,
tuttavia la maggior parte delle sequenze non é di tipo semplice. Questo
significa che, se si osserva una sequenza generata in maniera casuale, & molto
probabile che tale sequenza sia di tipo complesso. Si puo infatti dimostrare
che la probabilita che una sequenza generata in maniera casuale possa essere
compressa per pitt di & bit non & superiore a 27% e che, quindi, la maggior
parte delle sequenze abbia una complessita prossima alla propria lunghezza.

In simboli, date n variabili casuali di Bernoulli di parametro 1/2; X1, X,
..., Xy, si ha che [8, p. 157]:

PIK(X1Xs...Xpn) <n—k] <27F
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Molto importanti sono poi i concetti di sequenza algoritmicamente casuale
e di sequenza tncomprimibile:

e una sequenza ri,Ta,...,T, € detta algoritmicamente casuale se (8, p.
157] K(z122...20|0) > n

e una sequenza x di lunghezza infinita ¢ detta incomprimibile se |8, p.
157] tin T2 2nln)

n—00 n

Se una stringa binaria zixs...x, & incomprimibile, allora soddisfa la
legge dei grandi numeri nel senso che [8, p. 157] :

1 & 1. -
— sz — — in probabilita
n 2

Cio significa che le proporzioni di 0 e di 1 in una qualsiasi sequenza incom-
primibile sono all’incirca uguali. Inoltre, la complessita di Kolmogorov di una
sequenza di variabili casuali binarie i.i.d. aventi distribuzione di Bernoulli
di parametro @ ¢ prossima all’entropia H(#). Si puo infatti dimostrare che
[8, p. 159], date n variabili casuali i.i.d. X7, Xo,..., X, distribuite secondo
una Ber(0), allora:

1
—K(X1,Xa,...,X,|n) — H(0) in probabilita
n
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CAPITOLO 3

Alcuni indicatori di dipendenza
basati sul concetto di entropia

Le misure e i test statistici di dipendenza piti comunemente usati sono oppor-
tune funzioni di correlazione giustificate da relazioni lineari che coinvolgono
variabili continue e/o processi Gaussiani. Questo tipo di misure tendono ad
essere inefficaci nel caso di variabili discrete o quando trattano relazioni non
lineari o processi non Gaussiani.

Recentemente sono stati sviluppati diversi metodi che utilizzano i con-
cetti di entropia mutuati dalla teoria dell’informazione. L’entropia & infatti
definita sull’insieme delle distribuzioni che sono alla base dei concetti di
dipendenza/indipendenza sia nel caso discreto che continuo, & adimensionale
e si pud applicare sia al caso univariato che a quello multivariato.

In questo capitolo verranno analizzati nel dettaglio alcuni di questi indi-
catori ed, in particolare, la mutua informazione, ’entropia relativa o distanza
di Kullback Leibler, ’entropia di Granger, Maasoumi e Racine o S,, ’en-
tropia Approssimata (Approximate Entropy) o ApEn e una sua variante, da
utilizzarsi nel confronto di serie diverse, la cross-ApEn. I primi tre indica-
tori sono funzioni esplicite delle distribuzioni di probabilitd marginali e della
distribuzione di probabilitd congiunta delle variabili aleatorie che caratteriz-
zano i fenomeni oggetto di studio, distribuzioni che dovranno essere stimate
a partire dai dati campionari, ovvero dalle serie storiche considerate. La
ApEn e la cross-ApEn si basano invece sul modo con cui i singoli elementi
si susseguono nelle serie considerate per cui, in questo caso, non & neces-
sario stimare alcuna distribuzione di probabilita. La ApEn misura infatti
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il logaritmo della frequenza con cui blocchi di elementi (pattern) di una de-
terminata lunghezza m che sono “vicini”! fra loro lo rimangano anche se si
aumenta di un elemento la dimensione di tali blocchi.

3.1 Mutua informazione

Come gia accennato nella precedente sezione 1.5, la mutua informazione
iy Yj . N
I(X;Y) = Z Zp(w,», yj) logy M, fornisce un’indicazione del legame
5 p(z:)p(y;)
eventualmente esistente fra due variabili aleatorie X ed Y. In particolare
essa:

e assume valore zero se solo se p(x,y) = p(x)p(y), ovvero se le variabili
X ed Y sono fra loro indipendenti;

e ¢ sempre non negativa, quindi I(X;Y) > 0;

e nel caso continuo si ha che I(X;Y) = 400 se Y = g(X), ovvero
I'indicatore tende all’infinito positivo nel caso in cui vi sia una perfetta
relazione, ancorché non lineare, fra X e Y.

La mutua informazione é stato proposta, ad esempio, come criterio su cui
basare test di indipendenza [11|[5], per lo studio del livello di dipendenza (non
lineare) nelle serie storiche [9][5], per I'analisi delle componenti principali [25],
ecc.

La principale difficolta nel calcolo della mutua informazione, cosi come
della distanza di Kullback Leibler e dell’entropia di Granger, Maasoumi e
Racine (S,), che tratteremo piu avanti, risiede nel fatto che le distribuzioni
di probabilita marginali e la distribuzione di probabilita congiunta sono ge-
neralmente sconosciute. Inoltre, a parte pochi casi in cui tali distribuzioni
sono particolari funzioni di forma nota, non & quasi mai possibile determinare
la distribuzione della mutua informazione in forma analitica.

Un metodo standard utilizzato per stimare le distribuzioni di probabilita
coinvolte ¢ quello degli istogrammi (a celle equidistanti o a celle equipro-
babili). In generale, perd, tale metodo conduce a notevoli sovrastime o
sottostime in relazione al particolare tipo di distribuzione considerata. In
generale, si possono ottenere risultati migliori utilizzando un sistema basato
su istogrammi adattativi, ovvero istogrammi che sono in grado di adattarsi
nel migliore dei modi alle diverse distribuzione di probabilita [9]. Cid si puo
realizzare utilizzando una definizione della mutua informazione basata sulle
partizioni. Una partizione finita di R¢ ¢ un qualsiasi insieme finito di sotto
insiemi disgiunti di R¢ la cui unione costituisce I'intero R%. Tali sottoinsiemi

LOvvero blocchi per i quali il massimo del valore assoluto della differenza fra elementi
corrispondenti é inferiore ad un determinato valore di soglia 7.
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sono spesso chiamati celle della partizione e, in pratica, hanno forma rettan-
golare (ipercubi di R?%). Ogni cella pud essere indicata come Cj, = ABy,
dove Aj ¢ la proiezione ortogonale di C} sul sottospazio in cui & definita la
variabile X e Bj & la proiezione ortogonale di C} sul sottospazio in cui é
definita la variabile Y. Si pud quindi dimostrare? che la mutua informazione
& I'estremo superiore di tutte le possibili partizioni finite di R¢[11]:

Px y(Cy)
(Ay)Py (Byg)

I(X;Y) = sup ) Pxy(Cj)log
{Ck} ; ? Px

dove {C}} ¢ l'insieme di tutte le possibili partizioni costituite dalle celle Cy,
Px y(Cy) e la probabilita che la coppia (X,Y) assuma il suo valore nella
cella Ck, Px(Ag) & la probabilita che X assuma il suo valore in Ay e Py (By)
assuma il suo valore in Bg. Si puo inoltre dimostrare che, costruendo una
sequenza di partizioni costituite da celle sempre piu piccole, i corrispondenti
valori della mutua informazione crescono in maniera monotonica. Il processo
di crescita tende ad esaurirsi quando all’interno di ogni cella della partizione
si & ottenuta una distribuzione dei punti pressoche uniforme. Per mezzo
di un test di uniformita come ad esempio il x? ¢ quindi possibile decidere
quando terminare la procedure ricorsiva di partizionamento [9][31].

Un altro metodo consolidato e molto utilizzato nella stima delle di-
stribuzioni necessarie per il calcolo della mutua informazione, cosi come della
distanza di Kullback Leibler e della S,, ¢ quello degli stimatori di densita
del kernel o KDE [31].

La letteratura statistica riporta che gli stimatori kernel sono in genere
superiori al metodo degli istogrammi in quanto presentano errore quadratico
medio inferiore, sono insensibili alla scelta di un’origine per la determinazione
delle celle ed é possibile specificare celle di forma piu sofisticata da utiliz-
zarsi per il conteggio delle frequenze incognite. Non ci sono infatti ragioni
formali per utilizzare ipercubi come celle sulle quali stimare la frequenza re-
lativa degli eventi. Il metodo della densita del kernel utilizza pertanto un
peso generalizzato, o funzione di kernel, per caratterizzare ogni cella. In
particolare, se un determinato evento y = [y1,¥2, ... ,yd]T é individuato da
un vettore casuale di dimensioni d di cui si vuole stimare la probabilita e
Yi = [Y1isY2,s - - - ,yai)T, con i = 1,7, sono gli n vettori campionari, si ha che:

Ply) = - > K(w)
=1

con T 1
(V=) S™ (y—w)
72

U; =

dove:

2R. L. Dobrushin. General formulation of Shannon’s main theorem in information
theory. Uspekhi Mat. Nauk (in russo), 14:3-104, 1959. Tradotto in Am. Math. Soc.
Trans., 33:323-428, 1959. Citato da [5]
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e p(y) ¢ una stima della distribuzione di probabilita della variabile vet-
toriale y;

e K(u) é una funzione kernel multivariata;

e h & l'ampiezza di banda del kernel che corrisponde, sostanzialmente,
alla dimensione dei lati dell’ipercubo del metodo degli istogrammi;

e S ¢&la matrice di varianze e covarianze del vettore campionario ;.

La funzione di kernel K (u) deve essere una funzione di probabilita valida. A
tal fine viene spesso utilizzata la funzione normale multivariata

1
— —u/2
K = Grimntae(g)iz®

In questo contesto, K (u) rappresenta il peso dato ad una osservazione
Yi, peso che ¢ basato sulla distanza tra y ed y; (in genere una distanza
euclidea modificata per tenere conto della covarianza fra le coordinate dei
vari punti). Lo stimatore di densita del kernel ¢, in definitiva, una media
pesata delle frequenze relative delle osservazioni nelle vicinanze del punto
da stimare. La funzione di kernel K (u) fornisce il peso relativo mentre h
determina 'insieme dei valori su cui ¢ calcolata la media.

Fra gli altri possibili metodi si possono poi citare quello dei k piu prossi-
mi vicini (o KNN) [25] e l'espansione di Edgeworth, o EDGE, riportata in
[50]. L’approccio basato sul metodo dei k pin prossimi vicini sembra avere
prestazioni migliori di quello basato sulla densita del kernel purché k sia scel-
to in maniera appropriata. Un valore di k troppo piccolo (o troppo grande)
conduce ad uno stimatore con una piccola (grande) distorsione ed una grande
(piccola) varianza. In ogni caso, la scelta di un k appropriato in modo da
ottimizzare sia la distorsione che la varianza dello stimatore é un proces-
so alquanto difficile da realizzarsi nella pratica. Il metodo di Edgeworth,
invece, funziona bene quando le distribuzioni di probabilita da stimare sono
prossime alla distribuzione normale, altrimenti lo stimatore risulta distorto
[31].

Poiché 0 < I(X;Y) < +oo, il confronto fra campioni diversi risulta
difficile. Per superare questo limite diversi autori, tra cui Joe [23], hanno
suggerito una versione standardizzata della mutua informazione, il coeffi-
ciente di correlazione globale, definito come A\(X;Y) = /1 — e2[(X3Y) | che
varia tra 0 e 1 ed & cosi confrontabile con il coefficiente di correlazione lineare
r. Il coefficiente A esprime la dipendenza globale, quindi sia quella lineare
che non lineare, fra le variabili X ed Y.

Nello studio dell’autocorrelazione, la mutua informazione ci consente di
individuare lag caratterizzati da una eventuale presenza di dipendenza non
lineare [31], anche se non ci fornisce nessuna indicazione riguardo al tipo di
relazione eventualmente riscontrata [11].
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La mutua informazione, inoltre, puo essere utilizzata nella scelta di un
appropriato parametro di ritardo per la ricostruzione (embedding) dello
spazio delle fasi a partire da serie temporali sperimentali. Lo spazio delle
fasi & costruito sviluppando un sistema rappresentativo d-dimensionale a
partire dai valori della serie storica scalare x(t). Nello spazio delle fasi d-
dimensionale un punto al tempo t é rappresentato dal vettore f; = {z¢, x4y,
Ti42r, .-+, Tyq(d—1)r ), dove T rappresenta il tempo di ritardo. Nella prati-
ca, la scelta di un valore di 7 appropriato € un passo importante in quanto
la qualita della ricostruzione dipende anche da tale valore. Se 7 & troppo
piccolo, infatti, non ci sard praticamente differenza fra i diversi elementi del
vettore B; = {T¢, Titr, Tev2r, -+, Tyq(d—1)r ), 0 quanto tutti i punti si ad-
denseranno attorno alla bisettrice dello spazio ricostruito. Nel caso in cui
i dati siano affetti da rumore, inoltre, i vettori cosi costituiti non avranno
praticamente significato se le variazioni del segnale nell’intervallo temporale
dr dovessero essere inferiori rispetto al livello di rumore osservato. D’altro
canto, se si scegliesse un 7 troppo grande, le diverse coordinate potrebbero
risultare praticamente incorrelate. In questa situazione, 1’attrattore rico-
struito potrebbero diventare molto complicato anche nel caso in cui il sot-
tostante “vero” attrattore fosse semplice. Cid si manifesta, in particolare,
nei sistemi caotici, dove la funzione di autocorrelazione decade molto velo-
cemente [24, p. 130]. Quale criterio di scelta per 7, Fraser e Swinney [16],
proposero di utilizzare il primo minimo incontrato nella mutua informazione
I(Xy; Xy ). Questo criterio puod dare risultati migliori rispetto alla funzione
di autocorrelazione, poiché quest’ultima misura solo la dipendenza lineare,
mentre [(Xy; X;—;) riesce a cogliere anche la relazione non lineare fra le due
variabili.

In ogni caso, nessun criterio fornisce sempre i migliori risultati in tutte
le possibili situazioni. Cid non di meno, I(X;Y’) é utile per indagare la
dipendenza tra le coordinate e per identificare altre variabili che possono
essere utili per la ricostruzione degli attrattori.

3.2 Entropia relativa o distanza di Kullback Leibler

L’Entropia Relativa o distanza di Kullback Leibler, D(pl||q) = Z p(x 10g2

& comunemente utilizzata in statistica come misura di snmlarlta tra due di-
stribuzioni di probabilitad. La distanza di Kullback Leibler soddisfa, tra le
altre, le tre seguenti proprieta:

e autosimilarita: D(p||p) = 0;
e autoidentificazione: D(p||q) = 0 se e solo se p = ¢;

e positivita: D(pl||g) > 0 per ogni p, q
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La distanza di Kullback Leibler & utilizzata in diversi contesti come
misura appropriata della distanza fra due modelli statistici e riveste un ruolo
fondamentale per ottenere i cosiddetti “criteri di informazione”. Tali criteri
sono alla base della costruzione di procedure per la scelta fra modelli stati-
stici diversi quali, ad esempio, lo AIC (Akaike Information Criteria) [12].
E’ inoltre utilizzata in molti aspetti del riconoscimento del discorso e delle
immagini [21].

La distanza di Kullback Leibler non é una misura simmetrica. Dato che,
perd, questa caratteristica pud essere desiderabile in diverse situazioni, &
stata sviluppata anche una sua forma simmetrizzata, che prende il nome di
misura di Jefferys Kullback Leibler ed ¢ cosi definita® [28][53]:

n

J(pllg) = D(pllg) + D(allp) = (g — pi)(logy ¢ —logy pi)
=1

Anche in questo caso, come gia per la mutua informazione, le distribuzioni
di probabilita coinvolte sono normalmente molto complesse e quindi, salvo
che in pochi casi elementari, non ¢ generalmente possibile calcolare per via
analitica la distanza di Kullback Leibler, motivo per cui, generalmente, si
ricorre ad una soluzione numerica per mezzo dei metodi Monte Carlo.

L’idea ¢é di estrarre un c(zm;pione x; a partire dalla distribuzione di proba-
P\

q(;)
denti ed identicamente distribuiti {x;}, i = 1,n, si ha che [12][21][53]:

D(plla)MonteCarlo = %Z {p(xz) log, 2;8:;

i=1 v

bilita p cosi che F, {logz } = D(p||q). Utilizzando n campioni indipen-

n

con D(pHQ)MonteCarlo — D(pl|q) per n — +o0.
Nel caso in cui p e ¢ siano due distribuzioni di probabilita normali in R?

con medie jup, € fiq € matrici di varianze e covarianze >, e >_, la misura di
Kullback Leibler esiste in forma chiusa ed ha forma:

D(pl| )—1 2l Tr(z—lz)—d+( — 1) TS (1 — 1)
plle) =5 0g2|2p‘ q ~p Hp = Hq) g Hp = Hq
dove |¥,| ¢ il determinante della matrice ¥,, Tr ¢ la funzione traccia e d &

la dimensione dello spazio in cui sono definite p e q.

3.3 Entropia di Granger, Maasoumi e Racine

Fra i vari indici basati sul concetto di entropia citati in letteratura, vale la
pena menzionare quello proposto da Granger, Maasoumi e Racine, pitl spesso

3H. Jefferys. Proc. Roy. Soc. Lon. Serie A 186, 453-461, 1946 e S. Kullback and R.
A. Leibler. Ann. Math. Statist. 22, 79-86, 1951. Citati da [53]
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indicato come S, e definito come:

1 +oo  p+oo 1 1 1\ 2
Sp = 5/_00 /_OO (fQ—f12f22> dxdy

dove f ¢ la distribuzione di densitd congiunta delle variabili casuali X e Y,
mentre fi ed fo sono le loro rispettive distribuzioni di densita marginali. Se
X ed Y sono indipendenti, S, = 0 altrimenti la S, & positiva e maggiore di
Zero.

Granger, Maasoumi e Racine svilupparono la S, a partire dalla misura
di Hellinger-Battacharya-Matusita [20][29]. In particolare, il coefficiente di
Battacharya su due generiche distribuzioni f, e f; & definito come [4][52]:

“+00

P (far f) = / (fufs)bdz

—0oQ
e costituisce una misura di divergenza fra distribuzioni. Tale coefficiente
non ha una struttura metrica in quanto non soddisfa tutti e tre gli assiomi
necessari. E’ invece una distanza metrica la sua versione modificata, la
distanza di Battacharya B(fa, fo) = /1 — p*(fa, fb)-

Il discriminante di Hellinger, anche conosciuto con il nome di misura di
Matusita, ha invece la forma seguente [52][30]:

oo 1 1,
Mfurfy) = [ 7 = 1)
—00

Fra il discriminante di Hellinger e la distanza di Battacharya esiste la
seguente relazione:

M(fmfb) = 2B(fa7fb)2

Sia M (fa, fv) che B(fa, fo), caso raro fra le misure di divergenza, hanno la
peculiare caratteristica di soddisfare, tra ’altro, la disuguaglianza triangolare
e quindi di potersi considerare misure metriche, cosi come la S, dato che

Sp =1- p*(.fmfb) = B(faafb)z

quando a f, si sostituisca la distribuzione di densitd congiunta delle variabili
casuali X ed Y, f = f(X,Y) ed a f; il prodotto f; fo delle rispettive densita
marginali. La S, ha inoltre una precisa relazione con la famiglia di entropie
di ordine k£ di Havrda e Charvat:
1 _
Hy(p) = +—3 {1 - E@p* 1)} , per k# 1,
= entropia di Shannon, — E(logp), per k — 1

Per due qualsiasi funzioni di densitad f, ed fp la famiglia di entropie di
ordine k (asimmetrica rispetto a f) diventa:

1

+o0
Duhallfi) = = | [ (G aDaF 1) per k21
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con Di(fallfo) = D(fallfp), distanza di Kullback Leibner, per k& — 1. Se si
mediano le due misure asimmetriche Dy (fa||fs) € Di(fp||fa) si ottiene una
misura simmetrica che, per K — 1 coincide con la misura di Jefferys Kullback
Leibler J(fal|fp)-

Si consideri infine la misura simmetrica di classe k per kK = 1/2. In questo
caso si ha:

D1y = Dy ja(fallfo) + Dija(foll fa) = 2M (fa, fo) = 4B(fa; f5)*  (3.1)

Sostituendo nella (3.1) la distribuzione congiunta f = f(X,Y’) al posto
di f, e il prodotto delle distribuzioni marginali f1(X)f2(Y") al posto di fp, si
ottiene nuovamente la S,, ovvero l’entropia di Granger, Maasoumi e Racine.

Con la S, gli autori cercavano un indicatore che non si limitasse a ve-
rificare la dipendenza di per sé (sia lineare che non lineare), ma che potesse
misurare anche il grado di scostamento dalla condizione di indipendenza
e che fosse robusta nei confronti di possibili (ma sconosciuti) processi non
lineari e non gaussiani. La mutua informazione e la distanza di Kullback
Leibler, cosi come quasi tutte le altre entropie, non sono perd misure di tipo
“metrico”, in quanto esse violano o il principio di simmetria, o la regola della
disuguaglianza triangolare, o entrambe. Cio significa che esse costituiscono
misure di divergenza, non di distanza, mentre la S,, essendo una misura di
tipo “metrico”; ha invece il vantaggio di consentire comparazioni fra fenomeni
e modelli statistici diversi.

L’entropia di Granger, Maasoumi e Racine normalizzata al suo massimo
soddisfa formalmente le sei seguenti proprieta [29]:

e ¢ definita sia per variabili continue che per variabili discrete (basta
sostituire al simbolo di integrale quello di sommatoria);

e assume valore zero nel caso di indipendenza fra X e Y e varia fra 0 e
+1;

e assume valore uguale all’unita nel caso di un’esatta e misurabile (non
necessariamente lineare) relazione Y = m(X) fra le variabili,

e ¢ uguale oppure ha una semplice relazione con il coefficiente di corre-
lazione lineare nel caso di distribuzione normale bivariata,

e ¢ una misura metrica, ovvero una vera misura di distanza e non solo
di divergenza,

e ¢ invariante rispetto ad una trasformazione continua e strettamente
crescente ¢(.). Cio & utile in quanto X e Y sono indipendenti se e solo
se (X)) e ¥(Y) sono indipendenti. La proprieta di invarianza ¢ quindi
importante perche, altrimenti, trasformazioni volute o non volute su
X e Y potrebbero evidenziare diversi livelli di dipendenza.
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Come ¢ stato fatto notare dagli stessi Granger, Maasoumi e Racine [20],
I’approssimazione asintotica normale derivata per la S, non consente di ot-
tenere risultati affidabili per eseguire inferenze. E’ pertanto necessario cal-
colare gli intervalli di confidenza sotto I'ipotesi nulla di indipendenza ricor-
rendo ai metodi Monte Carlo, cosi da poter verificare eventuali e significativi
scostamenti dallo zero. In particolare, applicando un rimescolamento ca-
suale ai dati disponibili, & possibile simulare delle replicazioni che siano fra
loro serialmente indipendenti ma che conservino le distribuzioni marginali
dei dati originali. Infatti, il riordinamento casuale dei dati lascia intatte le
distribuzioni marginali generando, nel contempo, una distribuzione bivariata
indipendente. Il rimescolamento pud quindi essere utilizzato per calcolare la
statistica S, con dati generati in accordo allipotesi nulla di indipendenza.
Questo procedimento pud essere ripetuto un numero molto elevato di volte
in modo da generare una distribuzione empirica della S, sotto l'ipotesi di
indipendenza. A questo punto, data la distribuzione empirica, ¢ possibile
ottenere i valori critici da applicare a dati provenienti da campioni finiti.

Per derivare le densita coinvolte e pervenire cosi ad una stima consistente
della S,, Granger, Maasoumi e Racine [20] suggeriscono 'uso degli stimatori
kernel originariamente proposti da Parzen [33]|. Gli stessi autori affermano
che la S, si ¢ dimostrata particolarmente indicata per individuare forme
generiche di associazione e di dipendenza seriale presenti nelle serie storiche
analizzate.

3.4 Approximate Entropy

Si possono osservare due comportamenti caratteristici tramite i quali le serie
appaiono deviare da una situazione di cosiddetta regolarita:

e quando manifestano un’elevata deviazione standard;

e quando appaiono caratterizzate da un elevato grado di disordine o di
casualita.

Questi due aspetti sono sostanzialmente differenti e necessitano, per es-
sere trattati, di strumenti investigativi diversi. Nel primo caso, ovvero quan-
do si voglia quantificare una deviazione da una tendenza centrale, lo strumen-
to piu appropriato rimane la misura della deviazione standard. Per studiare
il grado di disordine, invece, sarebbe auspicabile poter disporre di un indica-
tore in grado di misurare il livello di irregolarita, nel senso di imprevedibilita,
delle fluttuazioni della serie.

Agli inizi degli anni 90 del XX secolo Steve Pincus [34] [40] [41] ha svilup-
pato un indicatore da lui chiamato Approximate Entropy (entropia approssi-
mata), indicato con ApEn, e finalizzato alla quantificazione dell’irregolarita
in sequenze di dati. La ApFEn, inizialmente indirizzata allo studio di data
set relativamente piccoli ed affetti da “rumore”, ¢ un indicatore, variabile
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in maniera continua, in grado di caratterizzare una serie storica in base al
suo livello di irregolarita a partire dalla condizione di ordine totale (perfetta
prevedibilita, ovvero ApEn = 0) fino a quella di completa irregolarita (serie
completamente random?).

Il calcolo della ApEn non si basa su assunzioni particolari o modelli
specifici, ma é determinato unicamente dall’ordine e dalla frequenza con cui
gli elementi si succedono all’interno della serie. E’ quindi applicabile anche
a singole sequenze ed a prescindere da modelli teorici di riferimento.

A detta dell’autore la ApEn pud essere utilizzata per:

e verificare se una determinata sequenza di dati possa o meno essere
considerata di tipo random;

e cogliere sottili differenze fra serie caratterizzate da un alto grado di
irregolarita;

e misurare una sorta di "distanza” dalla condizione di massima irregola-
rita, consentendo cosi di “ordinare” serie diverse in base al loro grado
di disordine.

Sebbene la ApEn sia stata originariamente sviluppata in ambienti mate-
matici, il suo impiego € tutt’ora sostanzialmente limitato al campo delle
scienze naturali, in particolare in medicina e fisiologia, mentre ha avuto
un’attenzione assolutamente marginale in ambito statistico. Fra gli impieghi
piu significativi della ApEn si possono citare quelli effettuati, ad esempio,
per cercare di discriminare fra neonati sani e neonati malati sulla base della
quantificazione del livello di regolarita osservato negli elettrocardiogrammi
(differenze fra battiti). L’ipotesi, che sembrerebbe effettivamente confermata
dai risultati sperimentali, é che il battito cardiaco dei bambini pit sani abbia
un grado di casualitd maggiore, e che quindi appaia meno regolare, rispetto
a quello dei bambini malati. Negli studi effettuati, i bambini malati hanno
manifestato infatti valori della ApEn mediamente piu bassi rispetto a quelli
riscontrati nei gruppi di controllo |37], quando addirittura non manifestavano
valori della ApEn inferiori a tutti quelli relativi ai neonati sani [38].

3.4.1 Definizione

Tramite la ApEn si assegna a ciascuna sequenza, o serie storica analizzata, un
numero non negativo. Ad un valore della ApFEn piu elevato corrisponde una

“Per la teoria della complessita algoritmica, una serie di simboli & considerata im-
prevedibile, ovvero random, se le informazioni contenute nelle serie non possono essere
ulteriormente compresse. Per quanto riguarda le serie binarie, secondo ’approccio as-
siomatico di Kolmogorov-Uspenskii, Martin-L6f, Chaitin ed altri, una sequenza di cifre
binarie é detta random, nel senso che manifesta la massima irregolaritd e complessita, se
la lunghezza del pit corto programma binario necessario a descrivere questa sequenza ¢
almeno lungo quanto la lunghezza della serie stessa. Infatti, tutte le sequenze non random
di pari lunghezza possono essere compresse e quindi rappresentate da programmi piit corti.
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maggiore casualita apparente del processo, una maggiore irregolarita della
serie, mentre valori pitl bassi sono associati alla presenza di caratteristiche
identificabili e quindi ad una maggiore regolarita di comportamento.

Il valore della ApEn associato ad una specifica sequenza dipende, oltre
che dalle caratteristiche della serie analizzata, da due parametri fondamentali
che devono essere sempre specificati:

e la dimensione del pattern di confronto m,

e il margine di tolleranza r.
La ApEn é definita come segue [36]. Dati:

e un numero intero positivo IV che identifica la lunghezza della sequenza,
e una dimensione del pattern di confronto m, con m < N,
e un margine di tolleranza positivo r,
e una sequenza di numeri reali v := (u1,u2,...,un),
definiti:

e ladistanza fra due blocchi z; e x; come d(x;, x;) = maxg=12, m [Uitk—1—
uj+k—1|7 dove Tr; = (ui, Uit-1y - - - ,uier,l) €Tr; = (’LL]', Uj41y .- ,Ujer,l),
per cui due blocchi z; ed z; qualsiasi si considerano “vicini” se d(x;, z;) <
T?

. C(r) = numero di j<N-m+1 tali che d(z;,z;)<r

N—m+1 ’

Figura 3.1: Modalita di calcolo della ApEn: confronto fra blocchi x; ed x;.

o O"(r) = m Zi]\smﬂ log CI™(r).

allora la ApEn® di parametri m ed r per una sequenza di N elementi &
definita nel modo seguente:

5Negli esperimenti condotti nella seconda parte della tesi, per coerenza con I’entropia
di Shannon e le altre entropie analizzate, verra utilizzato il logaritmo in base due.
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ApEn(m,r, N)(u) = ®™(r) — @™ (r), m>1
ApEn(0,7,N)(u) = —®(r)

La ApEn(m,r, N)(u) misura quindi il logaritmo della frequenza con cui
blocchi (pattern) di lunghezza m che sono “vicini” fra loro rimangano “vicini”
anche se si aumenta di un elemento la dimensione dei blocchi stessi.

La quantita @™+ (r) — @™ (r) = —ApEn(m,r, N)(u) rappresenta inoltre
la media sulle i del logaritmo della probabilita condizionale che |ujin, —
Uitm| < 7 qualora |ujpp — uipr| <7 perogni k=1,2,...,m—1[13]34].

Dalla definizione emerge chiaramente che la ApEn é una misura che
dipende dai parametri m ed r, motivo per cui i confronti fra sequenze (serie)
diverse sono giustificati solo a parita di tali parametri. La ApEn, poi, é prati-
camente insensibili al “rumore” di intensita inferiore al valore del parametro
r, che qui agisce come un vero e proprio filtro. L’autore ha inoltre dimostrato
come la ApEn risulti robusta ed insensibile agli “outliers”. Valori estrema-
mente alti o estremamente bassi, se non si presentano in maniera molto
frequente, hanno infatti un impatto assai ridotto sul calcolo della ApEn
[36].

3.4.2 Coerenza e scelta dei parametri m ed r

Un metodo si pud considerare coerente se fornisce risultati non discordanti
a seconda del modo in cui viene applicato. Poiché non ci sono rigorose indi-
cazioni riguardo all’uso dei parametri r ed m, la coerenza é tuttora il mag-
gior problema nell’utilizzo della ApEn. In altre parole, un ricercatore che
scegliesse un determinata coppia (m,r) per analizzare i suoi dati, potrebbe,
potenzialmente, ottenere il risultato opposto rispetto ad un altro ricercatore
che avesse utilizzato una diversa coppia (n,s). Ad esempio, il processo A
potrebbe apparire pitt random del processo B per molte coppie (m,r), ma
non necessariamente per tutte. Fortunatamente, per molti processi A e B
tale evenienza non si verifica. In questo caso si parla di coppie di processi
completamente coerenti. Due coppie di processi si dicono completamente
coerenti se ogni volta che ApEn(m,r)(A) < ApEn(m,r)(B), per una qual-
siasi scelta di m ed r, allora ApEn(n,s)(A) < ApEn(n,s)(B) per tutte le
possibili scelte di n e di s. In questo caso si pud affermare che il processo B
é piu irregolare del processo A senza bisogno di indicare m ed r.

Si dice poi che vi & coerenza relativa su un range statisticamente valido
di coppie (m,r), analogamente a quanto accade per le coppie completamente
coerenti, se ogni qualvolta che ApEn(m,r)(A) < ApEn(m,r)(B) per una
coppia di (m,r), allora ApEn(n,s)(A) < ApEn(n,s)(B) per tutte le cop-
pie (n,s) del range [41][35]. In particolare, per sistemi privi di rumore, se
I’entropia di Kolmogorov-Sinai del processo A < dell’entropia di Kolmogorov-
Sinai del processo B, allora ApEn(A) < ApEn(B). Cio si realizza, inoltre,
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per la mappa di Enon e per la mappa Logistica, due dei sistemi caotici mag-
giormente studiati oltre che, in generale, per i processi stocastici, i quali
spesso manifestano entropia di Kolmogorov-Sinai infinita [38].

Per evitare contributi significativi da parte di eventuali “rumori”, il para-
metro 7 dovrebbe essere scelto in modo da risultare piu elevato della maggior
parte dei disturbi. In genere, si possono ottenere risultati significativi per
valori di r pari o superiori a tre volte la media del rumore. Sulla base di
calcoli teorici confortati dall’evidenza empirica, Pincus ha tratto la conclu-
sione preliminare che per m = 2 ed N = 1000, la ApEn fornisce risultati
statisticamente ragionevoli per valori di r compresi fra il 10 % ed il 25%
della deviazione standard della serie storica considerata. Per valori di r piu
piccoli, di solito si ottengono stime scadenti delle probabilitd condizionali,
mentre per valori di 7 pia elevati si perdono troppe informazioni [34][38].

Poiché, in genere, una diminuzione del valore della ApEn & spesso asso-
ciata ad una diminuzione della deviazione standard della serie, ’esprimere
r in termini percentuali rispetto alla deviazione standard consente altresi di
ottenere un indicatore decorrelato da tale misura. Tale operazione consente
inoltre I'invarianza di scala per la ApEn. Nel caso in cui il livello del rumore
dovesse essere comunque molto elevato, con un rapporto segnale/rumore < 3,
la validita della ApEn, cosi come quella di molte altre statistiche risulterebbe
fortemente compromessa [39].

Per quanto riguarda la scelta di m, Pincus suggerisce m = 2 o m = 3 cosi
da assicurare valori ragionevoli della probabilita condizionale stimata a par-
tire dagli N punti della serie. Calcoli teorici mostrano che valori ragionevoli
di tali probabilita condizionali si ottengono per un numero di punti compreso
fra 10™ e 30™ [38].

Visti gli esiti ottenuti sui dati sperimentali, 'autore afferma che la ApEn
sembra fornire buoni risultati gia a partire da N > 60.

3.4.3 Forme analitiche e distribuzione asintotica

Sebbene sia estremamente difficile rappresentare la ApEn in forma analitica,
esistono alcuni casi in cui ¢io & possibile come, ad esempio, per molti processi
stocastici [34]:

e dato un processo stocastico stazionario u; avente spazio degli stati con-
tinuo, data la misura p(z,y) della probabilita congiunta stazionaria in
R2 del processo e la probabilita di 2 all’equilibrio 7(x) si ha:

ApEn(1l,r) = — /,u(m,y) log {/:H_T /:::r w(w, z)dwdz/ ‘

=y—r wW=x—Tr

T+
W(w)dw} dxdy

e dato un qualsiasi processo composto da variabili aleatorie i.i.d. con
densita di probabilita 7(x), per ogni m > 1 si ha:

/jw ﬂ(z)dz} dx

=Tr—T

ApEn(m,r) = —/ﬁ(w) log
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e data una catena di Markov del primo ordine stazionaria con spazio
degli stati discreto X, fissato r < min |z — y|,z # y, con x ed y valori
qualsiasi appartenenti allo spazio degli stati X, per ogni m, si ha:

ApEn(m,r) Z Z Z)Pay 108 Pay
rzeX yeX

con m(x) vettore di probabilita all’equilibrio e p,, probabilita di tran-
sizione da un generico punto x ad un generico punto y di X.

Alhakim e Molchanov [1] e Rukhin [46] hanno inoltre dimostrato in
maniera indipendente 'uno dall’altro che, sotto l'ipotesi di completa ca-
sualita della serie, la ApEn converge asintoticamente ad una distribuzione
x2. In particolare, Alhakim e Molchanov hanno dimostrato che, data una se-
quenza di lunghezza N i cui elementi rappresentino altrettante realizzazioni
di variabili binarie i.i.d., data una dimensione m del pattern di confronto e
fissata la costante ¢y = la statistica

ApEn(m,N) —1
COQm—Z

12’

N

converge, per N — 00, ad una distribuzione x? con 2"~ ! gradi di liberta.

3.4.4 Distorsione e Sample-Approximate Entropy

La ApEn(m,r, N) ¢ purtroppo una statistica distorta ed il suo valore atteso
aumenta fino ad un limite finito all’aumentare di N. Per questa ragione,
ai fini di un corretto confronto fra due gruppi di dati, le serie considerate
dovrebbero avere lo stesso numero N di componenti [37].

La distorsione della statistica ApEn(m,r, N), che in molti casi risulta
perod essere asintoticamente corretta, € dovuta principalmente a due distinti
fattori, di cui il secondo ¢ di gran lunga il pitt importante [39]:

e la concavita e la non linearitd della funzione logaritmo che compare
nella sua definizione;

e il fatto che, nella definizione di C/™(r), viene considerato anche il con-
fronto del pattern z; con se stesso (self match). Cio trova la sua giu-
stificazione nel fatto che, in questo modo, i calcoli, che coinvolgono
i logaritmi, rimangono finiti, ma ha come conseguenza una sottosti-
ma delle probabilita condizionate che sono alla base del calcolo della
ApEn. Nel caso in cui ci siano pochi vettori x; “vicini” al pattern di
confronto x; per molti pattern x;, cid pud portare a distorsioni anche
dell’ordine del 20-30%.

Un tentativo per ridurre la distorsione imputabile al confronto dei pattern
con se stessi é stato fatto da Richman e Moorman nel 2000 [43] con l'intro-
duzione della Sample-ApEn. Essa, a differenza della ApEn, non considera i
self matches e calcola in maniera differente le probabilitd condizionali.
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In particolare, per il calcolo della ApEn si considera la media dei loga-
ritmi del numero di riscontri dei pattern di controllo di lunghezza m all’in-
terno della serie e poi se ne esegue la differenza con la media calcolata sul
numero di pattern di lunghezza m + 1. Per la Sample-ApEn, invece, Rich-
man e Moorman considerano la media dei riscontri di pattern di lunghezza,
rispettivamente, m ed m + 1 e poi calcolano il logaritmo del loro rapporto.

In particolare, ai fini del calcolo della Sample-ApEn si definiscono le
seguenti quantita:

numero di j < N —m ed i # j tali che d(z;,z;) <r

e B (r) = , dove
e ) L N-—m-1
x; ed x; sono vettori di m elementi consecutivi;
N—
° Bm(r) — Zi:lm B:(T>
N—m

Nello stesso modo di definiscono A}*(r) ed A™(r) dove pero z; ed z;
sono vettori composti da m + 1 elementi consecutivi. B™(r) indica quindi
la, probabilitad che due serie abbiano in comune m punti consecutivi mentre
A™(r) indica la probabilita che ne abbiano m + 1. Si definisce quindi la
Sample-ApEn come:

Sample-ApEn = Nlim —log

che viene stimata attraverso la statistica Sample- ApEn(m,r, N). La Sample-
ApEn non & definita per B"(r) = 0, ovvero nel caso in cui non sia avuto
alcun riscontro di ordine m, oppure quando A™(r) = 0, valore che cor-
risponde ad una probabilitd condizionata pari a zero e quindi ad un valore
della Sample-ApEn tendente all’infinito. La Sample-ApEn non & quindi
definita a meno che un pattern di confronto non ricorra almeno una volta
vuoi per una lunghezza pari ad m che ad m + 1.

Rispetto alla ApEn, gli autori dichiarano per la Sample-ApEn un campo
di variazione pitt ampio, una coerenza relativa maggiore ed una distorsione
minore. D’altro canto, ’applicazione pratica di entrambe le misure é rivol-
ta principalmente a confronti fra serie diverse a parita di m, r ed N, per
cui la distorsione non rappresenta un handicap molto grave in quanto non
si vuole tanto ottenere una stima corretta del parametro incognito del pro-
cesso, quanto piuttosto una graduatoria delle serie rispetto al loro grado di
irregolarita.
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3.4.5 Approximate Entropy ed entropia di Kolmogorov-Sinai

La ApEn deriva direttamente dalla formula per il calcolo dell’entropia di
Kolmogorov-Sinai® sviluppata da Eckmann e Ruelle [13]:

lim lim  lim {@m(r) - <I>m+1(r)}
r—0m—+00 N—+o0

Uno dei limiti maggiori della misura di Eckmann-Ruelle e delle misure
ad essa collegate risiede nel fatto che esse sono intese quali strumenti teorici
e non come mezzi per discriminare sistemi dinamici a partire da dati speri-
mentali, ovvero insiemi di dati limitati ed affetti da rumore. Per convergere,
infatti, queste formule hanno bisogno di una quantita enorme e praticamente
non ottenibile di dati. Inoltre, il grado di “complessitd” o di disordine di
molti processi stocastici, che possono rappresentare validi modelli per diver-
si fenomeni fisici, varia al variare dei valori dei parametri di controllo. Tali
variazioni non sono pero colte da queste misure che rimangono invece costan-
ti, spesso attestate su valori pari a zero o ad infinito. Ad esempio, I’entropia
di Eckmann-Ruelle di un processo MIX” risulta infinita per qualsiasi valore
del parametro p quando p > 0.

La formula di Eckmann-Ruelle e le sue varianti sono invero utili per la
clagsificazione dei sistemi caotici a bassa dimensione: un valore diverso da
zero assicura, infatti, la caoticita di un sistema conosciuto come determini-
stico.

Dato che il valore della formula di Eckmann-Ruelle calcolato a partire
da processi affetti da rumore di qualsiasi intensita tende all’infinito, per-
ché tale formula possa essere applicata a dati sperimentali essa dovra es-
sere parametrizzata mediante opportuni valori di . In questo caso, pero, i
risultati ottenuti saranno di piu difficile lettura.

Pur se molto simile alla formula di Eckmann-Ruelle, da cui per altro deri-
va, la ApEn ¢ stata costruita con uno scopo diverso e ben preciso: fornire una
formula statisticamente valida e largamente applicabile per distinguere data
set in relazione al loro grado di irregolarita. In particolare, fissati m ed r, la

5L’entropia di Kolmogorov-Sinai consente, tra 1’altro, di classificare i sistemi dinamici
in caotici e non caotici sulla base del loro tasso di informazione.
TMIX(p) & un modello misto stocastico deterministico cosi definito:
MIX(p); = (1 — Z;)X; + Z;Y;, con:
p parametro tale che 0 <p < 1;
X; = v/2sin(2mj/12) per ogni j;
Y; variabili casuali uniformi i.i.d. sull’intervallo [—+/3,v/3];
Z; variabili casuali i.i.d. tali che Z; = 1 con probabilitd p e Z; = 0 con probabilitd 1 — p.
All’aumentare del valore del parametro p, il processo diventa apparentemente piu irre-
golare, imprevedibile e complesso. Il MIX(p) ha media pari a zero e standard error pari
ad uno per qualsiasi valore di p, per cui questi momenti non sono in grado di discriminare
differenti MIX I'uno dall’altro, cosi come ’entropia di Kolmogorov-Sinai, che tende all’in-
finito per p > 0 ed assume valore pari a zero per MIX(0). E questo a prescindere dalla
quantita di dati disponibili.
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ApEn(m,r) rappresenta un parametro del processo generatore dei dati, men-
tre la quantita ApEn(m,r, N), calcolata su un insieme di dati di numerosita
N, costituisce una statistica per la ApEn(m,r). La ApEn(m,r) & definita
come limy_, oo ApEn(m,r, N) in quanto, per tutti i processi ragionevoli,
esiste virtualmente un unico limite con probabilita uno [39].

La ApEn non deve quindi essere pensata come un’approssimazione o
una forma semplificata dell’entropia di Kolmogorov-Sinai, anche se, per m
ed N che tendono all’infinito ed r che tende a zero la ApEn, per costruzione,
converge alla formula di Eckmann-Ruelle. Per serie finite, infatti, questa
approssimazione si realizza solo per N molto elevati, attrattori di piccole
dimensioni ed m sufficientemente grandi.

La ApEn assume sempre valori finiti e si pud applicare a processi stoca-
stici, deterministici affetti o meno da rumore e misti. Inoltre, il fatto che
la ApEn, a differenza della formula di Eckmann-Ruelle, assuma valori finiti
per processi MIX(p), rinforza il concetto che la ApEn non debba essere in-
tesa come una stima dell’entropia di Kolmogorov-Sinai, ma piuttosto come
una quantitd autonoma. L’utilizzo primario della ApEn non é quindi quello
di certificare il caos, cosa che non ¢ in grado di fare, quanto quello di ri-
conoscere sottili alterazioni o anormalita di lungo periodo che non sarebbero
altrimenti visibili. Non é invece indicata per individuare acuti cambiamenti
associati a valori piuttosto infrequenti. Inoltre, se la serie non é stazionaria,
ovvero se presenta uno o piu trend pronunciati, crescenti o decrescenti, poco
potra essere inferito sia dalla ApEn, sia dalle statistiche basate sui momen-
ti, sia dall’analisi spettrale, in quanto il trend tendera a sovrastare le altre
caratteristiche. In questo caso sard quindi necessario depurare le serie dal
trend prima di poter fare delle considerazioni sui risultati ottenuti con i vari
indicatori.

La ApEn & inoltre intimamente legata all’entropia condizionale. Se X &
una variabile casuale discreta a stati finiti avente distribuzione di probabilita
P(X = x;) = p; allora, per r < min;x; |x; — x|, si ha che ApEn(m,r) =
H( X1 X1, .00, Xin).

3.4.6 Approximate Entropy per sequenze binarie finite

In questo paragrafo, che riporta alcuni degli elementi teorici sviluppati sul-
largomento da Pincus [36], si focalizzera l'attenzione su un particolare in-
sieme di sequenze, ovvero sulle sequenze binarie, cioé su quelle sequenze
i cui elementi sono costituiti unicamente dalle cifre (simboli) 0 ed 1, con
I’avvertenza che i concetti trattati possono essere agevolmente estesi anche
al caso di serie costituite da elementi appartenenti ad alfabeti k-dimensionali.

Nel seguito, il margine di tolleranza r sara fissato ad un qualsiasi valore
r < 1. Nel caso di sequenze binarie, infatti, fissare un valore di < 1 equivale
a considerare “vicini” due elementi se e solo se questi sono uguali fra loro in
quanto il valore assoluto della loro differenza puo assumere solo il valore 0,
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nel caso di elementi uguali, ed 1, nel caso di elementi diversi. Un valore di
r > 1 non avrebbe pertanto senso in quanto la disuguaglianza d(z;, x;) < r
risulterebbe sempre soddisfatta. Con le restrizioni di cui sopra (sequenze
binarie ed r < 1), il valore della ApEn risulta pertanto indipendente da r e
verra quindi indicato semplicemente come ApEn(m, N).

Le sequenze binarie possono essere classificate in base al loro comporta-
mento rispetto alla ApEn e, di conseguenza, rispetto al livello di irregolarita
che esprimono. In particolare:

e sequenza {m, N }-irregolare
una sequenza di lunghezza N, u,, é detta {m, N }-irregolare se ApEn(m, N)(u.) =
max, ApEn(m, N)(u), dove il massimo & valutato su tutte le 2"V pos-
sibili sequenze u di lunghezza N;

e sequenza massimamente irregolare
una sequenza u, € detta massimanente irregolare, o N-irregolare, se &
{m, N }-irregolare per m = 0,1,2,...,mepit(IN), con mepie(IN) definito
. . . . 2"71
come il massimo valore di m per cui 2° < N.

L’introduzione di mep;+(IN) € motivata da un’applicazione del metodo di
Ornstein e Weiss [32] per cui se

u= (u1,ug,...,uy), N>1
¢ una tipica realizzazione di un processo bernoulliano, allora

lim ApEn[merit(N), NJ(u) = h
N—o00
dove h é 'entropia del processo.
Riguardo alle relazioni fra sequenze diverse si ha che:

e una sequenza binaria u, di lunghezza N é detta maggiormente {m, N}-
irregolare rispetto alla sequenza v, se ApEn(m, N)(us) > ApEn(m, N)(v);

e una sequenza binaria wu, di lunghezza N ¢& detta maggiormente N-
irregolare rispetto alla sequenza v, se ApEn(m, N)(us) > ApEn(m.N)(v,),
per m = 0,1,,2,...,meit(N), con la disuguaglianza in senso stretto
valida per almeno un valore di m < mepit(IN).

Importante & poi il concetto di deficit dalla massima regolarita, che indi-
ca quanto una sequenza u sia prossima, in termini di casualita, alla sequenza
{m, N }-irregolare nonché a quella massimamente irregolare. Data una se-
quenza binaria u di lunghezza N, Pincus [36] definisce deficit dalla sequenza
{m, N }-irregolare la quantita:

def,,[u] := |£;I|li% ApEn(m, N)(v) — ApEn(m, N)(u)
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dove le v sono tutte le possibili sequenze binarie di lunghezza N, mentre il
deficit dalla sequenza massimamente irregolare € definito come:

De[u] := <maX(N) def,, [u]
Mm=Mecrit

3.4.7 Approximate Entropy per sequenze binarie non finite

Pincus [36] estende poi i concetti sviluppati per le sequenze binarie finite
a sequenze binarie non finite. Data infatti una sequenza binaria non finita
u = (uy,usg,...) eun valore di r < 1, egli estrae la stringa di lunghezza finita
N, u™) = (uy,us, ..., uy), per cui ApEn(m, N)(u) := ApEn(m, N)[uN)],
e definisce quale ApEn della sequenza u il limite, assumendo che tale limite
esista, a cui tende la ApEn della stringa uN) per N che diverge all’infinito,
ovvero:
ApEn(m)(u) := lim ApEn(m, N)u™)]
N—oo

Egli definisce inoltre come computazionalmente random una sequenza
binaria non finita u, indicata come C-random, se e solo se ApEn(m)(u) =
log 2 per tutti gli m > 0. Il caso binario pud essere esteso senza difficolta
ad un alfabeto di k£ elementi. In questo caso una sequenza u & chiamata
C-random se e solo se ApEn(m)(u) = logk per tutti gli m > 0.

Si puo osservare come, data una sequenza infinita di variabili casuali
binarie {X;} aventi distribuzione di probabilita P(X = 1) = 0.5 e P(X =
0) = 0.5, I'assunzione di indipendenza congiunta cosi come definita dalla
teoria classica delle probabilita fa si che tale sequenza sia da considerarsi
C-random con probabilita uno, ovvero ApEn(m)(u) = log2 per ogni m.

3.4.8 Indipendenza e numeri normali

Anche nel caso di sequenze composte da realizzazioni di variabili i.i.d. di-
screte ed uniformi di probabilita p = 1/k, I’assunzione di indipendenza con-
giunta fa si che esse siano da considerarsi C-random con probabilitd uno,
ovvero ApEn(m)(u) = logk per ogni m. Inoltre, data una sequenza infini-
ta u, la funzione def,,[u(™)] (deficit dalla massima irregolarita) misura la
“distanza” della sequenza u™) di lunghezza N dalla condizione di massima
irregolarita.

In questo modo la ApEn rappresenta, a differenza della complessita al-
goritmica, una alternativa computazionalmente applicabile per identificare
sequenze completamente random.

Tramite la ApEn e il concetto di deficit dalla massima irregolarita, Pincus
ha sviluppato anche una definizione alternativa di numero normale. Conven-
zionalmente, infatti, un numero é detto normale in una data base b se nel suo
sviluppo in tale base le cifre e le successioni finite di cifre appaiono tutte con
la stessa frequenza. Dato un numero reale z, indicata con s una successione
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finita di cifre in una determinata base b, (b > 1) e con #(s, V) il numero di
apparizioni di s nelle prime N cifre di z, allora x ¢ normale nella base b se
limpy_ o0 #(s, N) /N = 1/b* per ogni successione s di lunghezza k. Per Pin-
cus la normalita di un numero qualsiasi si puo ricondurre, semplicemente, alla
condizione ApEn(m)(u) = logk per ogni m, dove k ¢ il numero di cifre del
sistema di numerazione adottato, ovvero def,,[uN)] — 0 per N — 400 [40].
La condizione di normalitd si realizza quindi in limy_, 4 defm[u(N )] =0
per ogni m > 0. La normalita ¢ perd una condizione limite. Per “porzioni”
pitt 0 meno lunghe di numeri normali & pertanto possibile valutare solamente
il loro grado di irregolarita rispetto all’irregolarita massima ammissibile per
sequenze di pari lunghezza.

Pincus ha anche utilizzato la ApEn e la def,, per studiare il comporta-
mento di e, 7, v/2 e v/3, numeri che si suppongono normali. Egli ha applicato
la ApEn alle prime N cifre dell’espansione sia binaria che decimale di e, m,
V2 e /3 considerando un numero di cifre molto elevato (N < 300.000 per
I’espansione binaria e N < 1.000.000 per ’espansione decimale).

I risultati ottenuti (vedi figure 3.2 e 3.3), comunque tutti molto prossimi
alla condizione di massima irregolarita, mostrano, in base due, differenze
considerevoli fra e, m, V2 e /3, specialmente per m = 2. Per N elevato,
inoltre, /3 & risultato essere molto meno irregolare di . In base dieci queste
differenze permangono, ma appaiono molto meno pronunciate.

102}
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Figura 3.2: Deficit dalla massima irregolarita per I’espansione binaria di e, 7, v/2 e v/3.
m=1edm=2.

Rappresentazioni differenti di uno stesso numero possono comunque pro-
durre sequenze con caratteristiche anche completamente diverse, motivo per
cui le irregolarita riscontrate in una determinata rappresentazione non sono
necessariamente esplicative riguardo alle irregolaritd dello stesso numero
espresso per mezzo di un’altra rappresentazione.

Per poter impostare un test statistico relativo alla condizione di completa
casualita® basato sulla ApEn & necessario derivarne la distribuzione limite

811 concetto di numero casuale & fondamentale in molti settori fra cui, ad esempio,
la criptografia. Gli algoritmi di criptaggio, infatti, si basano su generatori di numeri
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Figura 3.3: Deficit dalla massima irregolarita per I'espansione decimale di e, T, V2 e
V3. m=1edm=2.

sotto tale condizione. Rukhin [46] ha dimostrato che, fissato m e posto r = 0,
per N tendente all’infinito si ha:

2N(logk — ApEn(m)] — x2(K™ — k™) = x*(k — 1)k™

con k numero di simboli dell’alfabeto. Dato un valore osservato della ApEn(m),
definito x%(obs) = 2N[logk — ApEn(m)], il P-value pertanto &:

Pn(m) =1—T[2™1 x?(obs) /2]

dove il simbolo I indica la funzione gamma incompleta.

3.5 Cross Approximate Entropy

Il termine correlazione & diventato nel tempo sinonimo di “associazione”
e “corrispondenza” anche se, matematicamente parlando, si tratta di una
misura di dipendenza fra le tante possibili.

La correlazione, ed in particolar modo la correlazione lineare, é la sintesi
naturale della dipendenza nelle distribuzioni normali multivariate e nei si-
stemi lineari. Il vastissimo utilizzo come modello della distribuzione normale
multivariata e lo sviluppo di teorie matematiche da essa derivate ha elevato,
di fatto, la correlazione ad indicatore “universale” di associazione.

Nel caso in cui, pero, la correlazione venga utilizzata con modelli e dati
di tipo piu generale, per i quali il legame fra correlazione ed associazione
non & cosl rigoroso, si possono avere problemi significativi ed interpretazioni
fuorvianti.

Per questo motivo, nel 1996, Pincus e Singer [41]| proposero una misura
alternativa, definita cross-ApEn che, a detta degli autori, sarebbe in grado

(pseudo) casuali. La verifica della casualita di tali generatori diventa fondamentale per
I'industria delle telecomunicazioni dove la firma digitale e la gestione delle chiavi sono di
vitale importanze per I’elaborazione e la sicurezza delle informazioni.
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di cogliere il concetto di associazione fra due variabili, sia da un punto di
vista teorico che empirico, in maniera pill generale rispetto alla correlazione.
In particolare, la cross-ApEn rappresenta una misura della “asincronia” o
“irregolarita condizionale” fra due sequenze u e v.

Come I’ApEn, da cui deriva, la cross-ApEn costituisce una famiglia di
statistiche caratterizzate da due parametri:

e la dimensione del pattern di confronto m;

e il margine di tolleranza o “errore” r ammissibile nel confronto fra ele-
menti corrispondenti appartenenti alle due sequenze in esame.

Da un punto di vista computazionale, I'algoritmo di calcolo é sostanzial-
mente lo stesso di quello della ApEn. L’unica differenza consiste nel fatto
che le corrispondenze del pattern di confronto e del suo elemento successivo
non vengono piut verificate all’interno di una stessa serie w, ma all’interno
di una serie distinta v. In particolare, la cross-ApEn & definita come segue
[36]. Dati:

e le sequenze finite u = (uy,ug,...,uy) € v = (v1,v2,...,vy) composte
da N elementi ciascuna;

e i parametri m ed r;

e i blocchi (pattern) di lunghezza m ; = (uj, wit1, ..., Uigm—1) ed y; =
(Vj,Vjg1, ..., Vj+m—1) tratti, rispettivamente, da v e da v;
definiti:

e per ogni i < N —m + 1, la quantita

numero di j < N —m + 1 tali che d(z;, z;) <7
N—-m+1

G (r)(v]fu) =

come la misura, con una tolleranza massima pari ad r, della regolarita,
o frequenza, con cui un determinato pattern z; di w risulta simile ai vari
possibili pattern y; di lunghezza m di v e dove, analogamente al caso
della ApEn, d(z;,y;) = maxg—12, m [Uitk—1 — Vj1k—1| € la massima
differenza fra le rispettive componenti scalari dei due blocchi z; ed y;;

o O (r)(vlu) = yopr Tl log G () (vlw);

si definisce allora cross-ApEn di parametri m, r la quantita:
cross-ApEn(m,r, N)(v||u) = @™ (r)(v||u) — @™ (r)(v]ju), m > 1;

cross-ApEn(0,r, N)(v||u) = —®1(r)(v||u)
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La cross-ApEn quantifica quindi la sincronia relativa di due segnali inter-
connessi. In questo contesto la sincronia si riferisce alla similarita di pattern,
ovvero a quante volte un pattern di una serie che si presenta nell’altra, si
ritrova ancora se si aumenta la sua dimensione di un elemento. Non si trat-
ta pertanto di una sincronia di tipo temporale. Un minore sincronismo fra
le serie implica una minore corrispondenza fra patterns e quindi valori di
cross-ApEn pin elevati. Tale metodologia consentirebbe quindi un approc-
cio diverso alla valutazione di segnali bivariati e dei loro cambiamenti senza
richiedere la conoscenza di un modello multivariato completo.

Pincus consiglia di utilizzare, per serie storiche standardizzate, valori di
m =1 oppure m = 2 ed r = 0.2, in quanto tali valori assicurerebbero buone
proprieta di replicabilita.

Per sistemi caratterizzati da una dipendenza debole, é stato osservato
come valori di m > 3 ed r piccolo, portino a risultati di scarsa coerenza,
mentre un numero consistente di “eventi rari” si tradurrebbe, inevitabilmente,
in un aumento della distorsione della statistica. Per questo tipo piil generale
di serie storiche é pertanto fondamentale procedere con prudenza scegliendo
valori di m piccoli (ad esempio m = 2) e valori di r moderati.

Poiché il valore della cross-ApEn, come d’altronde quello della ApEn,
in genere aumenta all’aumentare del rumore, ¢ necessario comparare serie
che presentino livelli di rumore dello stesso ordine. Per ovviare a problemi
legati all’ordine di grandezza delle variabili considerate, é inoltre opportuno
procedere alla standardizzazione degli elementi delle serie che si vogliono
comparare: se up,us,...,U, € la serie originaria e uj,u3,...,u;, € la serie

. Uy —u
standardizzata, allora u; = .

Oy
La cross-ApEn ¢ stata applicata con successo, ad esempio, in biologia

e fisiologia per misurare la variazione congiunta dei livelli di secrezione or-
monale in alcune patologie [27][44], per valutare la relazione fra lattivita
simpatica del nervo renale e la pressione arteriosa nei topi [56], ecc.

3.5.1 Limiti intrinseci della cross Approximate Entropy: cross
Sample Approximate Entropy

Uno dei limiti piu evidenti della cross-ApEn & insito nella sua stessa definizio-
ne. E’ infatti sufficiente che anche una sola delle quantita C™(r)(v||u) as-
suma, valore zero, ovvero che un qualsiasi pattern x; della serie v non trovi
riscontro nella serie v, perché la cross-ApEn non sia calcolabile dato che,
altrimenti, si avrebbe log C7"(r)(v||u) — —oo. Nel caso della ApEn questo
problema, non si poneva in quanto, confrontando una serie con se stessa, vi
era sempre almeno un riscontro per ogni pattern, quello del pattern con se
stesso.

Per ovviare a questo problema, Richman e Moorman [43] hanno elaborato
la cross Sample-ApEn, un indicatore, derivato direttamente dalla Sample-
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ApEn discussa nella precedente sezione 3.4.4, che si basa sul logaritmo del
rapporto della media dei riscontri di pattern di lunghezza, rispettivamente,
m ed m+ 1.
In particolare, ai fini del calcolo della cross Sample-ApEn Richman e
Moorman definiscono le seguenti quantita:
numero di 7 < N —m tali che d(z;,x;) <7r
o BI(r)(vlu) = 1222 B 7 dove o,
-m
ed x; sono vettori di m elementi consecutivi tratti, rispettivamente,
dalle serie v e v;

NTm B () (v][u

Allo stesso modo essi definiscono A (r)(v||u) ed A™(r)(v||u), dove perd
x; ed z; sono vettori composti da m + 1 elementi consecutivi. B™(r)(v||u)
indica quindi la probabilitd che due serie u e v abbiano in comune m punti
consecutivi mentre A™(r)(v||u) indica la probabilita che ne abbiano m + 1.
Gli autori definiscono quindi la cross Sample-ApEn come:

. A™(r) (v]|w)
cross Sample-ApEn = Nl—lg-loo —log W
che viene stimata attraverso la statistica cross Sample-ApEn(m,r, N). La
Sample-ApEn risulta quindi definita se A™(r)(v||u) # 0, ovvero quando vi
sia almeno una corrispondenza di pattern di lunghezza m+1 fra le due serie u
e v. Condizione, questa, molto meno restrittiva rispetto a quella richiesta per
la cross-ApEn, per la quale era necessario che ciascuno degli N —m possibili
pattern di lunghezza m+1 della serie u tovassero almeno una corrispondenza
nella serie v.
La cross Sample-ApEn risulta inoltre simmetrica, ovvero cross Sample-
ApEn(v||u) = cross Sample-ApEn(ul|v), cosa che, in genere, non si verifica
per la cross-ApEn.
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Parte 11

Analisi dell’autocorrelazione e
del livello di disordine 1n serie
binarie
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CAPITOLO 4

Introduzione

Scopo di questa seconda parte della tesi & quello di effettuare una serie di
esperimenti con gli indicatori precedentemente introdotti, ovvero con:

e la misura di Granger, Maasoumi e Racine, indicata come S;

e l'entropia congiunta;

la mutua informazione;

I’entropia relativa, anche detta distanza di Kullback Leibler;
e l'entropia approssimata o Approximated Entropy, indicata come ApEn;

utilizzandoli nello studio (autocorrelazione e livello di irregolarita) di serie
binarie appositamente create ed, in particolare su:

e serie perfettamente periodiche a cui sono stati applicati diversi livelli
di perturbazione casuale (rispettivamente il 25%, 50%, 75% e 100%
degli elementi della serie originaria viene sostituito mediante estrazione
casuale di nuovi elementi scelti fra i due possibili: 0 oppure 1);

e serie semplici perfettamente periodiche con diverse lunghezze del pe-
riodo;

e serie deterministiche complesse perfettamente periodiche;

e serie deterministiche complesse non periodiche;
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e serie generate da un processo stocastico;
e serie generate da una mappa logistica in regime caotico.

Dato che le forme normalizzate dell’entropia congiunta e della mutua
informazione coincidono, come si avra modo di osservare nel corso del suc-
cessivo capitolo 5, a partire dal capitolo 6 ’analisi sperimentale dell’entropia
congiunta verra abbandonata per concentrarci sulla mutua informazione che,
a parita di altre condizioni, mostra varianza inferiore.

Per I’esecuzione degli esperimenti previsti sono state utilizzate serie com-
poste da 1000 elementi. Mediante 1’esecuzione di test preliminari si & visto
infatti che tale lunghezza risultava piu che sufficiente per far emergere la
tendenza di fondo dei fenomeni considerati. Una lunghezza di 1000 elementi
rappresenta quindi, in questo caso, un buon compromesso fra ['attendibilita
dei risultati, i tempi di elaborazione necessari al calcolo degli indicatori (tem-
po che per la ApEn cresce esponenzialmente all’aumentare della lunghezza
della serie) e le dimensioni delle serie che normalmente si possono incontrare
nella pratica, dove non & quasi mai possibile disporre di serie indefinitamente
lunghe.

Per quanto riguarda il numero di replicazioni, si & osservato che gia con
qualche centinaio di casi si otteneva una buona stabilita dei risultati. In via
cautelativa e per ottenere stime massimamente attendibili, si & comunque
convenuto di considerare un numero di simulazioni pari a 5000, numero ri-
dotto a 1000 nel caso della ApEn, che é caratterizzata da tempi di elabo-
razione sensibilmente piu elevati rispetto a quelli relativi agli altri indicatori
ma che appare, nel contempo, anche pit stabile.

4.1 Generazione di numeri pseudocasuali

Nel corso della trattazione si é fatto largo uso di funzioni per la generazione
di numeri pseudocasuali a partire da una probabilitd data. In particolare
é stata utilizzata la funzione “sample” di R. Si & quindi ritenuto opportuno
“testare” gli indicatori utilizzati al fine di verificare che i risultati ottenuti
a partire da serie pseudocasuali generate dal computer concordassero con
quelli ottenuti su serie sicuramente casuali. A tale scopo sono stati applicati
gli indicatori precedentemente citati a:

e una serie di controllo “veramente” casuale, scaricata dal sito web www.
random.org e composta da dati binari (1000 elementi) di origine me-
teorologica;

e su 5000 serie (1000 nel caso della ApEn) di 1000 elementi ciascuna ge-
nerate in maniera pseudocasuale mediante la funzione “sample(c(0,1),
N, ¢(0.5,0.5), replace = TRUE)” di “R”, dove gli elementi 0 ed 1 avevano
pari probabilita di esservi inclusi.
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Tabella 4.1: Valori dell’entropia congiunta, della mutua informazione, della S, e della
ApEn calcolati su di una serie binaria “veramente” casuale (dati di origine meteorologica).

Lunghezza della serie = 1000

Frequenza di zeri = 0.509

Lag Sp Entropia Congiunta | Mutua Informazione ApEn

1 0,000695 1,998359 0,001174 0,998730
2 0,001142 1,597604 0,001928 0,996158
3 0,000058 1,999434 0,000098 0,995492
4 0,000065 1,999423 0,000110 0,986006
5 0,001325 1,997294 0,002239 0,954174
1] 0,000239 1,999128 0,000405 0,924141
7 0,000165 1,999253 0,000273 0,872314
8 0,000177 1,999234 0,000298 0,748415
9 0,000327 1,998930 0,000553 0,582350
10 0,000105 1,999355 0,000177 0,389506

Tabella 4.2: Valori dell’entropia congiunta, della mutua informazione, della S, e
della ApEn e relativi intervalli di confidenza al 95% calcolati a partire da 5000 serie
pseudocasuali generate dal computer.

Lunghezza delle s erie = 1000, numero di casi= 5000 {1000 nel caso dellApEn)

Lag Ss Entropia Congiunta | Mutua Informazione ApEn
1 |oooosz PPN sormas TS gpoogos PPN g ggmagn  PERSETY
0003170 1,995945 0003355 1, 000875
2 |opooaze P qegzerr M gpooraa PP g gggoes TR
0003331 1,999945) 0,003535) 1, 000639
3 [oponazs "0 g egzazn T ppooran PG geszn DEETE
0 003306 1 ,999345 0, 003574 0993301
4 [ooooaze "™ qeo7szz " gpoorer PP ggsazge AR
0 003481 1 995937 0 003632 0995920
5 [oongzsn "™ g o977 UMY pponraz DO ogrrass DRI
0003521 1 ,899345 0003740 0 957356
0, 000005 1,991455 0,000001 0934143
6 |ooooam2 0t 1gere ot oporz P oes2zes O
7 |ooooazs DML g ggreas TN gpooros DO g ggyopy DRSS
0, 003064 1,995942 0, 003585 0922625
8 |ooooazz PO g gazgan ') ppooros DO g 773goe DTS
0003314 1,995994 2 0,003526) 0,8061 46
9 |ooonazs PN g agrazr TN gpooros DO g grapns D99
0003634 1,993345 00033531 0 E03E16
10 |oponasz "M g ggzeps TS ppograz PP g ggsEpy DTS
0 003572 1 995945 0 003605 03970835
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A partire dai risultati ottenuti su ciascuna singola serie pseudocasuale
¢ stata poi calcolata, per ogni indicatore, la distribuzione empirica con il
valore medio ed il relativo 'intervallo di confidenza al 95%. I risultati sono
riportati nelle tabelle 4.1 e 4.2.

Come era logico aspettarsi, visto che la maggior parte delle routine per la
generazione di numeri pseudocasuali sono estremamente collaudate e perfor-
manti, vi & sostanziale identita di risultati fra i due set di prove, a conferma
dell’affidabilita della routine di R utilizzata e degli indicatori studiati.
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CAPITOLO D

Analisi di serie perfettamente
periodiche affette da rumore

Sono state effettuate una serie di simulazioni a partire da cinque diverse
condizioni iniziali, ovvero da cinque tipi di serie perfettamente periodiche di
1000 elementi ciascuna e cosi strutturate:

e serie 1: serie di periodo due, pattern “01”, caratterizzata dal 50% di 0
e dal 50% di 1;

e serie 2: serie di periodo quattro, pattern “0011”, caratterizzata dal
50% di 0 e dal 50% di 1;

e serie 3: serie di periodo dieci, pattern “0000011111”, caratterizzata
anch’essa dal 50% di 0 e dal 50% di 1;

e serie 4: serie di periodo dieci, pattern “0000000111”, caratterizzata dal
70% di 0 e dal 30% di 1;

e serie 5: serie di periodo dieci, pattern “0000000001”, caratterizzata dal
90% di 0 e dal 10% di 1.

Tali serie possono essere considerate fra loro pressoché equivalenti dal
punto di vista della complessita algoritmica (vedi precendete capitolo 2), in
quanto possono essere tutte descritte per mezzo del seguente programma
minimale:
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K=...
J=...
T=...
scrivi K zero e poi J uno T volte.

Per ciascuna condizione iniziale sono stati calcolati i seguenti indicatori:

I’entropia di Shannon;

I'entropia di Granger, Maasoumi e Racine (S,);

I’entropia congiunta;

la mutua informazione;

le distanze di Kullback Leibner;
e la Approximate Entropy (ApEn).

Il valore della S,, dell’entropia congiunta, della mutua informazione e
delle distanze di Kullback Leibner sono state calcolate considerando cova-
riate con lag da 0 a 10 in modo da avere almeno un lag di ampiezza uguale ad
un multiplo del periodo della serie originaria (condizione di perfetta autocor-
relazione). Per lo stesso motivo, per il calcolo della ApEn ¢ stato considerato
un valore di m variabile da 0 a 10.

5.1 Modalita di esecuzione dell’esperimento

Le serie di periodo due, quattro e dieci, caratterizzate da una percentuale
iniziale di 0 e di 1 pari al 50%, sono state “perturbate” mediante la sosti-
tuzione, rispettivamente, del 25, 50, 75 e 100% delle loro componenti, scelte a
caso, con una sequenza di 0 e di 1 generati in maniera casuale con probabilita
pariap=¢=0.5,dovep=P(X =1)eqg=P(X =0).

Le due serie di periodo 10 caratterizzate da una percentuale iniziale di
0 pari, rispettivamente, al 70% e al 90%, sono state anch’esse perturbate
mediante la sostituzione del 25, 50, 75 e 100% delle loro componenti con una
sequenza di 0 e di 1 generati casualmente con probabilita pari, per la prima
serie, a ¢ = 0.7, p = 0.3 e, per la seconda serie, a ¢ = 0.9, p = 0.1. In
questo modo, in media, si ¢ mantenuta inalterata la percentuale iniziale di 0
e di 1 caratterizzante ciascuna serie. Per quanto riguarda le serie perturbate
al 100%, esse non sono altro che serie pseudocasuali interamente generate
dal computer a partire da una distribuzione di probabilitd caratterizzata, a
seconda dei casi, da p=0.5, p=0.3 0 p=0.1.

Per ciascuna modalita (serie iniziale e livello di perturbazione) sono stati
simulati al calcolatore, in maniera indipendente 1'uno dall’altro, 5000 casi.
Nel caso della ApEn, per ragioni di ottimizzazione del tempo macchina, si
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sono comunque considerate “solo” le prime 1000 simulazioni. Per ogni caso
sono stati calcolati gli indicatori di cui sopra e poi ne & stata fatta la media
per ottenere dei valori di “modalita” che potessero esprimere ’andamento
atteso del fenomeno.

Oltre al valor medio, per ciascuna modalitd sono stati calcolati, a partire
dalle distribuzioni empiriche degli indicatori cosi ottenute, i valori corrispon-
denti ai percentili 0.25 € 99.75, in modo da ottenere intervalli di confidenza
al 95% per la media, e la varianza.

5.2 Risultati dell’esperimento

5.2.1 Entropia di Shannon

Com’era prevedibile, essendo direttamente legata alla distribuzione di pro-
babilita del fenomeno (vedi precedente capitolo 1.2), 'entropia di Shannon,
H(X) = -3 ,cxp(x)logy p(x), si mantiene stabile e, dato p, molto prossima
al suo valore teorico, poiché rimane stabile, in media, la proporzione di 0 e di
1 delle serie al variare del livello di randomizzazione considerato. L’entropia
di Shannon, che indica il livello di “informazione” insito in una distribuzione
di probabilitd associata ad una variabile casuale, non ¢ pertanto in grado,
per definizione, né di discriminare il grado di dipendenza degli elementi di
una serie, né il grado di complessita (ad esempio quella algoritmica) della
serie stessa.

Tabella 5.1: Valori dell’entropia di Shannon e relativi intervalli di confidenza al 95% in
funzione del pattern e del livello di randomizzazione considerato.

Lunghezza della serie = 1000, numero di casi= 5000

Livello di randomizzazione
Serie Valore teorico 0% 25% 50% 75% 100%
p=0.5 periodo 2 1 1 |0g99sag f2§§;$ 0999449 fggzgs 0999328 gzggggi 0999304 Eggggg?
p=0.5 periodo 4 1 1 |ogemess [0 nomassy DOV 0 caazon [ (0 cogzes MY
p=0.5 periodo 10 1 1 |oposses "7 g aggps DESTEE| g gogapy DESRIEN G gogogy 096463
41,000000 1,000000 1,000000 0,999997|
p=03 0881201 |ogar291|opeizos MOl paansen 08B g gensgs AT panyap DE4ZEN
0902195 0,9097 36 0911532 0,912570)
p=0.1 0468996 |0 4689960 4BaEF1 DBl ) gppoay DATENSN g ypm gy DADIET gggoyq 04D5A93
0,503899 0517753 0523554 0526480
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5.2.2 Entropia di Granger, Maasoumi e Racine

1 2
La quanita 5, = 3 37 5 (V7o) = ot@)/b)) @ una misura me-
trica della dipendenza fra due serie o fra gli elementi di una stessa serie (vedi

precedente capitolo 3.3), dove:

e f(X,Y) indica la distribuzione congiunta delle variabili casuali X ed
Y;

e ¢(X) indica la distribuzione di X;
e h(y) indica la distribuzione di Y.

Nel nostro caso, trattandosi di serie binarie, una stima corretta delle di-
stribuzioni marginali puo essere calcolata direttamente mediante il rapporto
fra il numero di 1 e di 0 caratterizzanti le singole serie e il numero complessivo,
n, di elementi delle stesse. Per quanto riguarda, invece, la distribuzione
congiunta, tramite “R” & stato effettuato il conteggio del numero di rea-
lizzazioni di ciascuna delle quattro possibili modalita “00”, “017, “107, “117,
realizzazioni che sono poi state rapportate, anche in questo caso, al numero
totale degli elementi della serie.

La quantita S, é particolarmente indicata per valutare 'indipendenza in
distribuzione di una serie e, per costruzione, indica indipendenza se e solo se
S, = 0. 1l valore relativo alla condizione di massima autocorrelazione varia
invece da serie a serie in funzione della sua distribuzione di probabilitd e si
puo ottenere confrontando la serie con se stessa (lag = 0). In tale situazione
avremo, ovviamente, distribuzioni marginali uguali:

9(x) = h(y) con g(x) = { s

Inoltre, poiché ogni elemento & associato sempre e solo con se stesso, la
distribuzione di probabilita congiunta f(x,y) sara del tipo:

0 sex+#y
fle,y)=q q sex=y=0
p sex=y=1

Sostituendo i valori delle probabilita di cui sopra nell’espressione

5= 25 5 (Vi - a@yhw)

reX yey

e svolgendo i calcoli, si ottiene la seguente formula per il massimo della S,:

Sp(max) = Lo 2\/]32)+Q(1 ~2/4) =1-pVP—aV4
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Per le serie di periodo due, quattro e dieci, caratterizzate da p = 0.5,
tale valore corrisponde a circa 0.2929, mentre per le restanti serie di periodo
dieci, a p = 0.3 corrisponde un valore pari a circa 0.25 e a p = 0.1 circa
0,1146. Come prevedibile, nel caso di serie perfettamente periodiche, il va-
lore di massima autocorrelazione si osserva anche in corrispondenza di lag
multipli del periodo della serie (vedi tabelle da 5.2 a 5.6). Dai dati tabulati
si pud poi osservare come i valori di Sp relativi a serie diverse, oppure a lag
diversi all’interno di una stessa serie, non siano praticamente pit distinguibile
fra loro gia ad un livello di randomizzazione del 75%. A partire da tale
livello, inoltre, essi risultano tutti compatibili con I'ipotesi di indipendenza
distributiva (a = 0.05).

Bisogna dire, comunque, che il test utilizzato (in sostanza l'intervallo
di confidenza ottenuto dalla distribuzione empirica) ¢ di tipo bidirezionale
quando, probabilmente, nel caso del livello di randomizzazione massima,
(100%), sarebbe stato forse pitt opportuno considerare un test monodirezio-
nale. Il limite inferiore che l'indicatore pud assumere in tale circostanza
¢ infatti noto a priori e vale zero. Per una questione di omogeneita, si é
preferito pero utilizzare il medesimo criterio di costruzione degli intervalli di
confidenza per tutti i livelli di randomizzazione. Nel caso di randomizzazione
pari al 100% cio si traduce, inevitabilmente, in una leggera sovrastima del
limite superiore dell’intervallo di confidenza, fatto che comunque non inficia
i risultati ed i ragionamenti di tipo pilt generale che si vanno costruendo.
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Tabella 5.2: Valori della S, e relativi intervalli di confidenza al 95% per diversi valori

di lag e di randomizzazione. Serie di periodo 2 e p = 0.5.

Pattern 01', P=0 5, lunghezza della serie = 1000, numero di casi= 5000

Livello di randomizzazione

Lag[ 0% 75% 50% 5% 100%
| mEEER mam e eEE Y meennas B g epnma Bl
029285 0,292893 0292892 0,292832
1 |o292893|0 044737 " gpogr2e " npoosas Mg pogroy OO
0054827 0,01 2803 0,001995 0,000637]
2 |o292833|0 psa3ss " 0 pososr M%) g poosos ™ 0 poo1ze PO
0054962 0,01 2624 0,002013 0,000614
3 |o202893|0 naase2 DM pograr PO g nogog P08 g pngpg 0000
0054575 002y 0,02045 10 000605
0035264 01004275 0,000005 100000
4 [020289|0 044022 )0 lopososz 0 npoosee P opooize 0
5 |o292893|0 044652 2P| g pos13a P40 g pnos3n PP%] g pootzs BOOON
0,055014 0012736 0002010 10,0001
6 |0292893|0 044409 2P*®|0pogoaz PO g pnosis PP%| o poo1zs OO0
0,054947 0012620 0001952 10, 000540
7 |0292893|0 044633 2P gpos1zs PP g pnos3a PP g ooo1zg BOOO
0054935 0,01 26658 0001955 10,0006 5]
8 |0292893|0 paaa16 ¥ 0 posoas MM o oooeos M | o poprzg PO
0,054555 0,012652 0001975 10,0006 5|
9 |o292893|0 paaee1 P npos1ss M g ooosas PPN | g poprpg PO
0055035 0012753 0,002081 0, 000624
10 |0292893|0 044396 " pposozr M8 0 poosos P o poorog AU
0054550 01,01 2402 0,001 987 1000821

Tabella 5.3: Valori della S, e relativi intervalli di confidenza al 95% per diversi valori

di lag e di randomizzazione. Serie di periodo 4 e p = 0.5.

Pattern '0011°, P=0.5, lunghezza della serie = 1000, numero di casi= 5000

Livello di rando mizzazione

Lag[ 0% 75% 50% 5% 100%
0 |0292893|0 292777 " g2mees "' 0 290539 D0 g ogopag DM
0, 292593 0292893 0292893 0292593
1 o |ooooozs Mg poooza PPN o popios P 0f g ppypg BO0O0YT
0000115 0000353 0,00515 0, 00061 9|
2 |0292893]0 paa7a7 "o posres MMM N opooe3r Mg gop1zg PO
0,055128 0,01 2525 0,001835 0,000639)
3 o |ooooozs M opoonzz Mo ooor1a PG oogas BOUOOYT
0,00012%6 0000362 0000561 0,0006.34
0,034979 0,0042%6 0,000005 0,000001
4 |o2e2893|0.04ass3 ({7 lopoeose (0P o p00s0s 0% 0,000123 (pot
5 o0 |opooozs PP pooorz 20" g pootos PP g pogqpy 200DOM
0,000 24 0000567 0000552 0000645
6 |0292893|0 paaros PP o pos17r MM g poogas PR g gpgqgg AR
0055054 0012752 0001995 0000849
7 o |opooozs PPN pooozz 200 g gangqn BP0 g pppqpg O0000M
0,000125 0000366 0,000550 0000626
8 |0292893|0 padaa7s "= o pogosy MM Nopoos1s P g pop1zg PO
0054557 0,01 2755 0002057 0000542
9 o |opoooze M fopoonzz M™fooooiz ™ fg oporas AU
0000113 0000251 0000543 0000622
10 |0 292893|0 paaros """ o pogisz MY o onosas P g popgzg BN
0,055011 0,01 2896 0002003 10,0006 50|
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Tabella 5.4: Valori della S, e relativi intervalli di confidenza al 95% per diversi valori
di lag e di randomizzazione. Serie di periodo 10 e p = 0.5.

Pattern '0000011111°, P=0.5, lunghezza della serie = 1000, numero di casi=5000

Livello di randomizzazione
Lag[ 0% 75% 50% 5% 100%
0 [o290893|0 202780 " noooeaz PN noazeag DM g ogaggg DR
0,292593 0292893 0,292893 0292593
1 |oos1317|oprasss "5 F g poognr P2 g gngpgg P g gy 000000
0,01 5554 0005570 0,001 225 0000615
2 [oposoee|opoieas "™ *lopoozes "™ apon131 PP npop1zg POPN
0002757 0001255 0, 000651 0, 000649
3 [ooososs|oomess "M opooste "™ apon13s P nponizg PO
0002837 0001358 0, 000654 0, 000635
001073 00MME 0,000001 0000001
4 [oosiai7foprasas (M 0pae72 (0 lapooats (0 o 0at27 (0o
5 |0292893|0 0sa708 PP3® 0 pogras O0M402( g oopgag DOYOUTI g pppqpg 0DDOM
0055183 0012725 0002008 0000615
6 |oos1317|o01a9as "M% 0 popger POM2 g onpgqg DTG pppqgg 200000
00195 0005524 0001326 0, 000651
7 |ooososs|ooo1ess PP°% 0 poosor PO5( g oonrag DO pppepg 000000
0002857 000313 0,000708 0,000805,
8 [ooosoee|oooieas "™ opooser "™ apon13s PP g pop1g POP
0002516 00012435 0 000637 0000559
9 [ops137|o014ezn "M o pozeze PM™ 0 pooes P g pogizg POM
0,01954 0,005459 0,001208 0000618
10 |0 292893|0 nasa95 ¥ M o pogooe PP g oppga3 P g gy pg  BOODOY
0, 0553565 0012419 0,02014 0000621

Tabella 5.5: Valori della S, e relativi intervalli di confidenza al 95% per diversi valori
di lag e di randomizzazione. Serie di periodo 10 e p = 0.3.

Pattern 0000000111°, P=0.3, lunghezza della serie = 1000, numero di casi= 5000

Livello di randomizzazione
Lag[" 0% 75% 0% 5% 100%
0 [0250021]|0 249338 "M g ougagr DN g augra DR g oygpgp D2
0,257849 0,259774 0,260902 0261283
1 |op3379|opioaro MM g pooi7s PP g popnaz DM g poggpg 200000
0,01 4072 0004328 0,001 045 0000649
2 |opooz7s|opootaz "™ gpoorn MM Nomoo11a PP g gog1zg PO
0000573 0000856 0000559 0, 0006 SE|
3 |opssoes|oooezes "™ opmesr "M omoo2as MM g pon1zg PO
0012343 0,003520 00003 0000665
0005373 0000299 0,000001 0,000001
4 [ooss285|0 08798 [ opotess [T Alopoo21s (U o pooi27 oot
5 |opsszes|ooosssr M| opmroz MM g opozaz MMM g pogrps D000
0,014311 0004062 0001127 0000831
6 |0055265 0005799 PO o nmeen D094 g popoas DO G gpgpp D.0O0OD!
0,013092 0,003635 0001033 0,000618)
7 |opsszes|0oos7ie PO g pmiest DOYFS g ponziy DM g gpgpg DOO0OD!
0,01 2275 0003535 0000875 0,000830
8 [0pooz7s|opootas "™ opoor1z "™ omoo11e PP g gop1zg PO
0,000553 0000865 0, 000567 0000661
9 [op337at|ooiosst "M opmrar Mg poo2as PP g pon1zg PO
0,014043 0,004259 0,001 060 0,0006 26
10 |0250021|0p39ess "l o porsas PP g onpsgs P g gpgpg BO0OOM
0104955 0012216 0,001 845 0000649
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Tabella 5.6: Valori della S, e relativi intervalli di confidenza al 95% per diversi valori
di lag e di randomizzazione. Serie di periodo 10 e p = 0.1.

Pattern 0000000001°, P=0.1, lunghezza della serie = 1000, numero di casi=5000

Livello di randomizzazione

Lag [ 0% 75% 507% 5% 00%
0 |0.114562|0,114485 M1 N g g a1 OOEFU G gqaggq 0P 0 g gepy OO9ESEE
012572 0129344 0131137 0132029
1 |ooos2r9|oooosss ™ g poozes "™ o ooor43 PP oopize 000000
000248 0,001214 0000716 0,000852]
2 |ooosz79logooese MM opoozss PP g ooz M g pograg OORRERO
0002642 0,001214 0,000720 0 0006EE
3 |ooos279looooess "™ opoozez PP ogoo14s P g pogr3z POROENO
0002565 0001192 0000768 0000651
0000047 0,000001 0,000o 0, 000000)
4 |opos2re|oponees (o PoVlopone2 [0 o poota2 o pon1as JOn
5 |oposz7e|opotogs PP g poosie PP gooo1gs P00 pppe3q BODOO0D
0,005064 0,001 495 0,000871 0, 00055
6 |ooosz7e|opooage PP g poozss PPM™M g opo1az PPN g pop1ag DOO0ON
0002642 0001185 0,000742 0, 000657
7 |oposz7e|opooart PP g poozes PPM™ g ooo1as PPN g pop1ag OO0
01002540 0,001 238 0000735 0000855,
8 |ooos27s|oponsss "™ o poooen "™ o ponraz P g pppr3s POPN
0 002642 0,001134 0,000745 0, 000635
9 [0pos27s|oponess "™ npoooez "™ o pontzs DM g oop1zg PON
0 002565 0,001 161 0, 00535 0, 000603
10 |0114882| 0021499 "M gposong "M opoos11 DM g ppeaz DA
0030283 0,009191 0,0 E20 0000713

Al fine di studiare il comportamento della S, in relazione ai diversi livelli
di randomizzazione applicati a serie massimamente correlate, focalizzeremo
adesso la nostra attenzione sui valori della S, calcolati in corrispondenza
del lag 10. 11 lag 10 & infatti multiplo del periodo delle serie 1, 3, 4 e 5
per cui, in assenza di randomizzazione (perfetta periodicita), ciascuna serie
esprime un valore della S, pari a quello di massima autocorrelazione (ad
ogni 1 corrisponde sempre un 1 e, viceversa, ad ogni 0 corrisponde sempre e
solo uno 0). Per quanto riguarda la serie 2 (periodo 4 e pattern “00117), il
lag 10, cosi come i lag 2, 6, ecc., sono multipli del semiperiodo della stessa
e, visto il particolare tipo di pattern che la caratterizza, in corrispondenza
di questi lag ogni elemento viene ad essere associato al suo complementare
(ad ogni 1 & associato uno 0 e viceversa), determinando cosl una situazione
di perfetta ancorche inversa autocorrelazione (vedi precedente tabella 5.3).
La stessa cosa si ha per la serie 3 (periodo 10 e pattern “0000011111”) in
corrispondenza dei lag 5, 15, 25, ecc. (vedi precedente tabella 5.4) ed, in
generale, in corripondenza di lag coincidenti con il semiperiodo della serie nel
caso di sequenze perfettamente periodiche che alternano sempre uno stesso
numero di 0 e di 1.

Dai dati riportati nella tabella 5.7 appare evidente che, in media, in cor-
rispondenza di lag multipli del periodo della serie il valore della S, aumenta,
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anche se in maniera via via decrescente, al tendere di p a q. Dagli stessi dati
si rileva, inoltre, come la S, non appaia in grado di discriminare le serie in
relazione alla loro complessita algoritmica. Infatti, se in corrispondenza del
lag 10 osserviamo il comportamento dell’indicatore, si potra notare come,
in assenza di randomizzazione, esso assuma valori significativamente diversi
a seconda del livello di probabilitda p che contraddistingue le diverse serie
considerate, e cio in contrasto con ’assunto che esse abbiano tutte la stessa
complessita algoritmica.

Tabella 5.7: Valori della S, e relativi intervalli di confidenza

corrispondenza del lag 10

al 95% calcolati in

0%

25%

Livello di randomizzazione

a0%

75%

Livello di randomizzazione
Serie 0% 7% 0% 5% 00%
p=05 periodo 2 |0292393|0044396 2037 (g posnzt 2% poosoe POP°™%8| g ppo12s D000
0054550 0012402 0001987 0000621
p=05 periodo 4 | 0292393 [0 044706 "™ ** Mo pogrsz “™ (g oposzs "™ g pogaze P00
0,055011 0,01 28396 0,0020035 0,0006:50)
p=05 periodo 10 | 0292393 |0,044295 ""**apoaoos ™™ (g ooos1z "™ |0 oonize 200
0055365 001248 0,002014 0,000521
p=03 0250021 |00mees T aporsss V™ g ooosss D™ g pogeos MO0
0,049935 001246 0,001945 0,000549)
p=0.1 0,114562 [0oz1498 2Y42% g ppspog D008 g pppsq D000004 g g g3y DODDODT
0030251 0003191 0001520 00007173
Andamento di S; in corrispondenza del lag 10
03
—p=01
\ p=05 periodo 10
s 02 p=05 periodo 2
W .
= \ — p=05 periodo 4
z 018
2
: i
o0 \
D T T 1 T

100%

Figura 5.1: Andamento dei valori della S, in corrispondenza del lag 10
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Per consentire confronti rispetto ai livelli di dipendenza osservati in serie
diverse, i valori della S, possono essere “normalizzati” dividendoli per i rispet-
tivi valori massimi. Dai dati normalizzati (vedi tabella 5.8) si puo osservare
come, per lag multipli del periodo della serie, il valore della S, diminuisca
in maniera molto evidente e regolare, all’incirca di un ordine di grandezza,
all’aumentare del livello di randomizzazione. In particolare, in assenza di
randomizzazione, vi & perfetta corrispondenza fra tutti gli elementi della se-
rie e della sua covariata, ovvero massima autocorrelazione, fatto questo che
¢ correttamente indicato da un valore della S, normalizzata pari a 1. Al-
I'aumentare del livello di randomizzazione, la struttura della serie, in origine
perfettamente periodica, si fa via via sempre pitt confusa, fino a perdersi del
tutto in corrispondenza dei livelli di randomizzazione piu elevati, dove la S,
rapportata al suo valore massimo tende ad assumere valori molto prossimi
a 0, coerentemente con l'ipotesi di indipendenza distributiva. Si puo poi

Tabella 5.8: Valori della S, normalizzata e relativi intervalli di confidenza al 95%
calcolati in corrispondenza del lag 10

Livello di randomizzazione
Serie 0% 75% 0% 5% 00%
p=05 periodo 2 |1 poonon|oi51635 211%Blgpzrace P40 g pozoro BPP0U22 g oppgza DOUDUDY
0186319 0042372 0006739 0002121
p=05 periodo 4 |1 poooon|ois269s 2128l gparess DU g no21ra DO g oppgsg DOODODY
0,1873% 0044060 00065344 0,002220)
p=05 periodo 10 | 1 poonon |o151976 21 1%5® 0 parass D™ g nozogs BP0 g gopgzg DOUDUDY
0159105 0042429 0006551 0002121
p=03 1pooono fo158718 2% o pantes P ™ aoozgas V(g oopgrg DO
0199755 0 043536 0,0077398 0,002595
p=0.1 1000000 |0,187790 21243 g paz7eg O1EES g angapg 00000%8) g pgq gy DOOOOM
0264495 005033 0,015896 0,006232

osservare come la S, normalizzata applicata alle diverse serie esprima, in
media:

e valori che oscillano fra il 15 e il 20% del valore di dipendenza massima,
(massima autocorrelazione) ad un livello di randomizzazione del 25%;

e valori oscillanti fra il 2 e il 5% ad un livello di randomizzazione del
50%:

e valori molto prossimi a zero, indicanti una condizione di sostanziale
indipendenza, in corrispondenza di una randomizzazione > al 75%.

Sembrerebbe poi che, a paritad di livello di randomizzazione, il valore
della S, normalizzata diminuisca all’approssimarsi di p a ¢, indicando cosi
un minor livello di autocorrelazione in accordo al fatto che, al tendere di p
a ¢, entropia aumenta. Tuttavia, i confronti fra i valori normalizzati della
S, relativi a serie diverse ma riferiti ad uno stesso livello di randomizzazione
non appaiono significativi, con la sola eccezione del livello di randomizzazione
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del 25%, dove il valore della S, corrispondente alla serie con distribuzione
p = 0.1 risulta essere significativamente diverso dagli altri (o = 0.05).

Si puo inoltre osservare come, per serie perturbate al 100%, a cui dovrebbe
corrispondere una condizione di perfetta indipendenza distributiva, il valore
della S,, per quanto basso, non ¢ mai nullo. Cio & dovuto al fatto che, nei
nostri esperimenti, 'indicatore, che pud assumere solo valori positivi, €& in
realtd una media dei singoli valori della S, calcolati a partire da tutti i casi
simulati. Tali casi generalmente comprendono anche serie caratterizzate da
probabilita di essere generate piuttosto basse ma esprimenti livelli di dipen-
denza relativamente elevati e che, quindi, fanno si che il valore medio della
S, sia, per quanto piccolo, comunque sempre maggiore di zero.

In ogni caso, il potere discriminante della S, in relazione al grado di per-
turbazione indotta appare difficile da graduare e piuttosto limitato, in quan-
to circoscritto a livelli di randomizzazione non troppo elevati (< 50%, 60%).
Infatti, gli esperimenti condotti a partire da serie in origine perfettamente
periodiche e, quindi, massimamente autocorrelate, mostrano che, in genere,
tali serie vengono classificate dalla S, come completamente indipendenti, per
a = 0.05, gia ad un livello di randomizzazione del 75%, (anche se con valori
molti prossimi al valore di soglia), condizione, questa, per altro verificata,
il pitt delle volte, anche dal test del x?, il quale presenta una modalita di
calcolo comunque molto simile alla S,,.

5.2.3 Entropia congiunta

L’entropia congiunta, H(X,Y) = —37 cx > ey p(z,y)logy p(z,y), (vedi
precedente capitolo 1.3) mostra un andamento opposto a quello della S,.
In particolare, quando la S, ¢ prossima a zero, 'entropia congiunta assume
valori positivi e, com’é ovvio aspettarsi, molto vicini a quelli riferiti alla
condizione di massima casualita (indipendenza distributiva) e quindi, com-
patibilmente con le distribuzioni marginali, di massima entropia (vedi tabelle
da 5.9 a 5.13).
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Tabella 5.9: Valori dell’entropia congiunta e dei relativi intervalli di confidenza al 95%
per diversi valori di lag e di randomizzazione. Serie di periodo 2 e p = 0.5.

Pattern ‘01", P=05, lunghezza della serie = 1000, numero di casi= 5000

Livello di randomizzazione
Lag [ 0% 5% 50% 75% 100%
0 | 1 |oggsean "0 agass T g gggany U9l g gggagy O HEHES
1,000000 1, 000000| 1 000000 0,999997
1 1 1,?55551 1,704416 1,952‘120 1926123 1,991'1965 1 385541 " ,99?8?? 1 991823
1, 504631 19743545 1999645 1999957
2 | 1 1788391 "My gsp7nz VU ggsipy 19N ggrggy 1A
1,804731 1974457 1,99972%5 1.,999945
3 | 1 1755081 VU ggposg VI ggrpag 19EEEL ggpggy 1 AIES
1,803182 1 873962 1,99973 1 999342
1,705186 1926715 1 985745 1892052
4| 1 [r7eesrr (T 1 esanoz (1 998106 | S Pl gorese (S
5 1 |1758e77 1Oy grngpn 1925843)y ggegqp 198529y gonge 1891855
1,803182 1973738 1.999717 1.999337
6 1 |1756606 1719l geasnn 19271401y gggpry 19858[y ggrggp 1991ETS
1,803255 1873651 1999727 1 999937
7 1 |1755803 1TMETH . gepggy 12| ggygyy 19ESELG gorgey 18909
1,802902 1973779 1999652 1. 999945
8 | 1 1758488 7" gsnesy VI gggqap 1IRINL ggpgyy 1EEA0E
1,804630 1974457 1,999712 1.,999342
9 | 1 1755432 VU ggpagy VI ggagpy 1HESEAL ggpggy 1ASITET
1,803186 1 8735397 1 999670 1 999945
10| 1 |1756458 'O geazar 192998y ggriap 1Ty ggrgag 1A91TES
1,504599 1974340 1,999729 1999925

Tabella 5.10: Valori dell’entropia congiunta e dei relativi intervalli di confidenza al 95%
per diversi valori di lag e di randomizzazione. Serie di periodo 4 e p = 0.5.

Pattern 0011°, P=0.5, lunghezza della serie = 1000, numero di casi= 5000

Livello di randomizzazione
Lag [ 0% 755, 50% 75% T00%
0| 1 |oggsess " ngggasy U8 g gggagn DS gggpgy 0996
1,000000 1,000000) 1, 000000 0,995397
1| 2 1990225 "2 aggans 19 gazgqs 1ETH G gorgyy 1891823
1999953 1 9954965 1 999960 1 895357
2| 1 1756136 "1 952145 TP gggpnr 1OV ggrgey 1YY
1 804565 1 8737835 1.999717 1 995945
3| 2 1099204 "I gogags TAI0E) G gopgmg 1EHMSH N gopggy 1991893
1999955 1 999965 1999945 1 895342
1, 705462 1 926670 198539 1992052
e | 1 [17sr000 (ool esasas (T 1 gesns (o1 gorese |0l
5 2 |1999203 1HETEEl oggapy 1A% ggrggy TS9ME) Y gozgge 1991995
1999953 1 995960 1,9999:54 1 995857
6 1 |1755943 1IN ggaoon 1928334 g ggagry 19ES4]y ggrgpn 1991ETS
1,6047E7 1973622 1,999653 q,995957
7 2 |1999231 1EETI3ly ogapyg 18938y ggrgen 199158y gg7aey 1992008
1,399353 19954965 1,993360 1995345
8 | 1 [1758839 " g52me1 TPEE g gggqpp TIRTEN ggpgyy 199ANS
1 804625 1 874275 1.999716 1 895842
9 | 2 1099203 "N gogsng TAHER) gopgnq TSN gopggy 1991757
1999955 1, 999960 1,9999:4 1 999345
10| 1 |1758853 VBl g5z1es VB ggugng 19599B 4 ggrgag OUTTES
1803255 18973702 1 999652 1 999925
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Tabella 5.11: Valori dell’entropia congiunta e dei relativi intervalli di confidenza al 95%
per diversi valori di lag e di randomizzazione. Serie di periodo 10 e p = 0.5.

Pattern '0000011111°, P=0.5, lunghezza della serie = 1000, numero di casi=5000

Livello di rando mizzazione

Lag[ 0% 75% 50% 5% 100%
0 1 |ogegees " |ggogaes " g agggnr D53 g gggngy 099R4E3
1, 000000 1 000000 1,000000 0,999997
1 |1 721908|1 315355 "y ggonzs "R apggre | HHME ggrgry 19918
1,939305 1,993255 1,939302 1,999937
2 |1970951]1 900071 "N goggps 1IME g ag7gsn N0 gg7ggg 1919
1,995742 1,9959511 1,295345 1,399945|
3 |1970951|1 989008 "1 goesen '™ 1 sa7e1e ™| gg7ars 1OMIHE
1 995675 1,999792 1,599960 1,999942
1,8887%5 1966195 1,939343 1,992082
4 |1721928|1 o1a578 (707N setedn (TN 1 9967es |0 1987888 | oo
5 1 1758650 "TU9Bly agnqg 1252 ggagay 1 FSIBy ggrgrg 11991955
1 B0405 1974213 1 H996E0 1 999537
6 |1 7219281 mragme 1EEERE  ggirop 1OREHOl gogrgn 19NNy ggyggg 1OTETS
1, 939280 1,.992552 1,299901 1,999937
7 |1570951|1 989933 "%58%y gopsnn 199Ny gormos 117224 gg7ass 14992008
1995566 1,999763 1,939937 1,9999458
8 |1970051]|1 900018 "EEE g gopgan TEIME gg7grg T gg7gyy 1992008
1 995543 1 B9aE1 1 599945 1 999542
9 |1721928]|1 915540 "R ggigpg 1A ogpgan TR ggzagy 1O
1940025 1, 9935447 1,999913 1,999945
10 1 |1757049 "M gsogas "SET aggnze 1HESTE) gg7gag 1EHITER
1,B05789 1,.9740054 1,9399706 1,999925

Tabella 5.12: Valori dell’entropia congiunta e dei relativi intervalli di confidenza al 95%
per diversi valori di lag e di randomizzazione. Serie di periodo 10 e p = 0.3.

Pattern 00000001117, P=0.3, lunghezza della serie = 1000, numero di casi= 5000

Livello di randomizzazione

Lag [ 0% 75% 50% 5% 100%
0 |0gs1291|0gs1209 "% 0 ganser VA% g ganses DT g gaoraz DA
0902195 0 909736 0911832 0912570
1 |1570051|1 7oz095 "ER9El g 7agses 10N g 5ggag TN spgryg 1EESTES
1,749079 1,806314 1,522925 1,525306
2 |1760084|1 761582 TN 7Ens2n TEIENA sppggr VENTTL Spprqg 1 EESTH
1,804355 1,515380 1 523664 1,525704
3 |1 5700511 715667 RN 751950 TRy goggyy VERNOEA ) Spprgy 1EESET
1762224 1.810142 1,823130 1,825424]
1663363 1 687961 1 630802 1 635783
4 [1570951 1715209 (2R 7st7sa (N1 755838 | 1 760735 1 EeTs
5 |1570051]1 714801 VEE128)y apypeg 16898 apg7gy 1E8SSEOL Spprgs 1685575
1 7E4521 181135 1 522938 1 525549
6 |1570051]1 715125 VEESIEl 754751 OBy 7pggqp 180928l pprgs 1685530
1 76195 1810080 1 523431 1 525447
7 |1570851]1 715774 VEERSEN g goypgr VRNl mpomig VTS pppgq 1689550
1,7E3211 1809342 1522726 1524997
8 |1760084|1 761576 TN 7e0aa7 VPPNEN G spngan VMDY sppreg AR
1 80433 1 817581 1 523573 1 524937
9 |1570051|1 702227 150N 7agmm3 1PBT . pgray VOBl Sppzpy ! RESTEO
1,749312 1 B06EET 1,622631 1,6250M
10 |0831291|1 540124 "Bl 747079 1008l 257745 1O cpapsg 1905958
1601273 1776236 1,621240 1.624881
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Tabella 5.13: Valori dell’entropia congiunta e dei relativi intervalli di confidenza al 95%
per diversi valori di lag e di randomizzazione. Serie di periodo 10 e p = 0.1.

Pattern 0000000001°, P<0.1, lunghezza della serie = 1000, numero di casi= 5000

Livello di randomizzazione
Lag [ 0% 75% 50% 5% 100%
0 |0.468098|0.488831 "4 SN0 aes2as D10 upaa7e DA g apgpgs A0SR
0 505559 0517753 0 523554 0 526450
1 |ogz21928|0933428 "¥'¥¥ g gas138 VP8 g eagror DHIT| g gzsray DM
1,0106%3 1,035491 147111 1,052897
2 |o9z1908|0 933473 "M gasr72 DR g gzgigy PP g ggegay DA
1,0114534 1,035435 1,711 1,053817
3 |o9z1908|0 933309 "EEN g gagrsn DA g gagngg P HEE g ggepgy DA
1,01133 1,035491 17113 1.,05510M
0551906 0532238 0817965 0511764
4 |ogziozs|ogmsae [0 ossias [0 osseoes (T 0 masTas )
5 |09z1928|0 932893 U192 g g3ag05 O] g g35a7g OEEIE[ g gagy g DAT4I24
1,011347 1035336 17321 1 0528357
6 |0921928|0 933398 U190 g350ms DEF| g g3gnrn OB g gagrqs DATIVES
1011343 1035477 17113 1 052857
7 |09z1928|0 933442 UE™¥ 0935110 DE¥B g gagnos D054 g gasegs DATIEIE
1,011015 1035070 1 M7112 1 0535005
8 [0921928|0833378 PP ™ ngasanr VMg g3pngs PHE g g3snp D12
1 011450 1 035077 1 047155 1 53800
9 (0921908|0 933404 "= 0935180 P g gzengr DS g gagrpp DETHEE
1,011375 1035477 1 70935 1 054541
10 |o46996|0 797141 7 ganasts PO ngaasan VS g g3grns DA
087775 1005218 1 45393 1 055101

Nel caso di serie perfettamente periodiche (serie non perturbate), il va-
lore di massima autocorrelazione si raggiunge, anche in questo contesto, in
corrispondenza di un lag multiplo del periodo della serie e coincide con il
valore minimo ammissibile per ’entropia congiunta. Tale valore, che si puo
ottenere confrontando la serie con se stessa (lag 0), & pari al valore dell’en-
tropia di Shannon calcolata sulla distribuzione marginale della serie. Infatti,
data una serie binaria con distribuzione P(X = 1) = pe P(X = 0) = ¢,
nel caso di massima autocorrelazione (ad un valore 1 nella serie corrisponde
sempre e solo un valore 1 nella sua covariata e viceversa) si avra:

p(xia xiJrlag) = Oseuxz; # Litlag
p(fEi, xiJrlag) = PS8 = Titlag = 1
p(xia xi-l—lag) = (8€Tj= Tjtlag = 0

cosi che il calcolo dell’entropia congiunta si riduce, appunto, al calcolo del-
Pentropia di Shannon sulla distribuzione della serie originale.

Per definizione, invece, il valore massimo dell’entropia congiunta si rag-
giunge in corrispondenza della condizione di completa casualita (livello di
randomizzazione pari al 100%) e, poiché la completa casualita implica I'indi-
pendenza in distribuzione, tale massimo coincide con il valore dell’entropia
calcolata sulla distribuzione di probabilita congiunta data la condizione di

indipendenza p(z,y) = p(z)p(y).
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Sostituendo 'espressione p(z)p(y) a p(z,y) nella formula dell’entropia
congiunta si ottiene:

H(X, Y )maz = =y, > p(2)p(y)logs p(2)p(y)

reEX ye)y

ovvero, poiché p(z) e p(y) rappresentano la stessa distribuzione di probabi-
lita:

H(X,Y)maz = — Z Z p(xi)p(z;) logy p(xi)p(z))

ri€X x;€X

= - Z Z ZEJ ) logs p(z:) Z Z x] long(x])
T;€EX T EX Ti€X TjEX

= —Zpa:] prz ) logs p(x;) — Zpa:l prj ) logy p(z)
T;EX T, EX T;EX T;EX

= - Z p X5 10g2p xz Z p xj 10g2p(xj)
T, EX z;EX

= — > p(a)logyp(z) — Y p(x)log, p(x) = 2H(X)
reX TeX

Per cui il valore massimo dell’entropia congiunta calcolata su serie aventi
la medesima distribuzione di probabilita, massimo che si raggiunge nel caso di
indipendenza distributiva, é pari a due volte I’entropia di Shannon calcolata
sulla distribuzione marginale.

L’entropia congiunta non pare poi in grado di discriminare le serie in
relazione alla loro complessita algoritmica. Infatti, nonostante che, in as-
senza di randomizzazione, esse siano caratterizzate dallo stesso livello di
complessita, 'entropia congiunta assume comunque valori significativamente
differenti a seconda del livello di probabilitd p che le contraddistingue.

Si pud inoltre osservare che, per ogni serie considerata, I’entropia con-
giunta si stabilizza su valori fra loro praticamente uguali e molto prossimi a
2H(X) gia a partire da un livello di randomizzazione del 50%, attestando
con cid una ipotetica condizione di indipendenza la quale, almeno per quanto
concerne il livello di randomizzazione del 50%, ¢ stata decisamente smentita
dai risultati ottenuti con il test del x2. Da questo punto di vista, I'entropia
congiunta appare quindi meno “sensibile” e, di conseguenza, meno affidabile
rispetto alla S),.
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Tabella 5.14: Andamento dei valori dell’entropia congiunta e dei relativi intervalli di
confidenza al 95% in corrispondenza del lag 10

Serie 0% 5% 50% 5% 100%
p=05 periodo 2 1 |17s6ase PO ggoyay 1Bl ggeyan 1IESETL googog 117ER
1 504599) 1974340 1999729 1,999925)
p=05 periodo 4 1 |17ssesz T2 g gsoqay 1P| ggagpn 1Ly gg7gag TE1TEE
1 503258 1 a7aTe 1 99962 1,985925)
i 1703404 1 927077 1 985784 1,991 766
p=05 periodo 10 1 (1787008 TR 195280 (ST 1 ses0re | So ) 1 987838 (LD
1 477409 1 650455 1 G33EE4 1 5556
p=03 0881291 | 1540124 |1 717070 | BB 1 7Er7is | PO 1 7ores | ety
p=0.1 0468996 0797141 271787 g on35s 0B030M[ g ga353n OB g g35rgs DAM4209
0877785 1,005218 1045399 1,055101

Andamento dell’entropia congiunta in corrispondenza del lag 10
2
[
E
=15 —p=0.1
8 —np03
P :
= p=05 periodo 10
212 p=0 & periodo 2
E —p=0 5 periodo 4
T
=
= 035
]
[
=
04 r r T T
0% 26% S0% 75% 100%
Livello di randomizzazione

Figura 5.2: Andamento dei valori dell’entropia congiunta in corrispondenza del lag 10
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Anche in questo caso, per poter confrontare I’andamento dell’entropia
congiunta in serie caratterizzate da diverse distribuzioni di probabilita o,
per una stessa serie, rispetto ad altri indicatori quali la S,, ¢ opportuno
normalizzare I'indicatore in modo che esso vari nell’intervallo [0, 1], ovvero:

H(X,Y) = H(X,Y)min
H(Xv Y)max - H(X7 Y)min

H(X,Y)mae —H(X,Y)  2H(X)-H(X,Y)
H(X, Y )mae — HX, Y )pin  2H(X) — H(X)
2H(X) — H(X,Y)

_ 70 =2 H(X,Y)/H(X)

H(X7Y)norm = 1-

Nella tabella seguente (tabella 5.15) sono riportati i valori normalizzati
dell’entropia congiunta in corrispondenza del lag 10. Si puod quindi osservare

Serie (5 75T 0% 5% 007,
A 0,185101 0,025660) 000027 0.,000075
p=0.5 periodo 2 1 |pzesses |10 oarzes 00 Nonossro DI o pozie e
p=0.5 periodo 4 1 |ozeazar PR nargrq DOEEEG nosigp DOURE| g pppggp DODCOTE
0,288772 0074302 004702 0,008234]
p=0.5 periodo 10 1 |ozezes PEWMG gariss DI nnggan DODOIM G ppng gy DODCOTE
0,296596] 0072923 0014216 0,008234]
A 0,183031 0,000000} 0,000000 0.,000000
p=0.3 1 |oaszazs Dioosiesz DN lopossze DO apoaors 0ot
p=0.1 1 |ogooszz VNG grasig OO0 ppgsqn DOUOOIO) ppggps OOCCOCO
0, 4693421 02877458 0260925 0262921

Tabella 5.15: Andamento dei valori dell’entropia congiunta normalizzata e dei relativi
intervalli di confidenza al 95% in corrispondenza del lag 10

come, in media, 'entropia congiunta normalizzata applicata alle diverse serie
esprima;:

e valori che oscillano fra il 25 e il 30% del valore di dipendenza massima,
(massima autocorrelazione) ad un livello di randomizzazione del 25%;

e valori oscillanti fra il 5 e il 7% ad un livello di randomizzazione del
50%;

e valori abbastanza prossimi a zero, indicanti una condizione che tende
ad una sostanziale indipendenza, in corrispondenza di una randomiz-
zazione > al 75%.

L’entropia congiunta normalizzata presenta tuttavia valori di varianza
talmente elevati da sconsigliarne 'uso nella pratica. L’indicatore, sia nella
sua forma normalizzata che non, non ¢ infatti in grado di discriminare livelli
di perturbazione superiori al 50% nonostante che, fra i valori relativi ai diversi
livelli di randomizzazione, vi possano essere differenze anche di un ordine di
grandezza.
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5.2.4 Mutua informazione

La mutua informazione fra due variabili aleatorie X e Y, definita (vedi prece-
dente capitolo 1.5) come I(X;Y) = Z Z p(z,y)log, M, misura la
22 p(@)p(y)
riduzione di “incertezza” di una variabile dovuta alla conoscenza dell’altra. Se
le due variabili sono indipendentemente distribuite, la mutua informazione
vale zero, cosi come vale zero se una delle due variabili ha entropia nulla.
La mutua informazione si annulla infatti, al pari della S, in coincidenza
della condizione di indipendenza ed é massima, pari all’entropia di Shannon
calcolata sulla distribuzione marginale, nel caso di serie uguali (massima
correlazione). Il suo comportamento appare inoltre, a meno di un fattore di
scala, quasi completamente sovrapponibile a quello della S, (vedi tabelle da
5.16 a 5.20).

Tabella 5.16: Valori della mutua informazione e dei relativi intervalli di confidenza al
95% per diversi valori di lag e di randomizzazione. Serie di periodo 2 e p = 0.5.

Pattern 01', P=0 5, lunghezza della serie = 1000, numero di casi= 5000

Livello di randomizzazione
Lag [ 0% = 50% 75% 100%
o | 1 |og9mssn " ggagast 19 g gggany 1 g gggpgy DH9HE
1, 000000 1, 000000 1, 000000 0999997
1 1 |o243880 """ Elgpeeamr M0 posezs PP g pogreq OO0
0294521 0072631 001149 0003496
2 | 1 |o242090 "N ag1gg PP g posags PPNl pogros OO0
0,294144 0071414 0011595 00035704
3 [ o 244101 2% g upees 00 g npaepy 000NN gy 0000001
0294523 0072634 0011738 0005317
0194613 0024553 0000020 000000
| 1 Jozemn (e Nopssenn (T o posaes (TN o pooron (R
5 1 |o243704 21T g napaan 00BN g ppagan DPU0 g gpgyqs DO
0,295465 0072357 0011555 00035718
6 1 |o2az77s M0 G apan D0 g ppaga DRI g gppygp D0
0,294315 0071335 0011187 0 003555
7 1 |o243a77 M998 0 aper D0 g ppapeg DPUNH g g7y DA
0,294635 0072531 0011658 0 003529
8 | 1 |ozazo1s Vg napas DO G nozagp OO0 g ppp7qg 0000
0,294195 0073171 0011455 0 003577
9| 1 |ozaz0e8 VB3 gnagstg PPEH* g nosea PP g ppgrgg 0000
0,295539 0073152 0011592 000365
10| 1 |o24z924 " g ogiey PPN g poaaze DO g pogrs OO0
0,294338 0072329 0011263 0003738

La maggiore differenza rispetto alla S, che ¢ emersa dagli esperimenti ef-
fettuati riguarda il comportamento rispetto alla serie di periodo 10, pattern
“0000000111” e p = 0.3. In particolare, come si pud osservare dalla tabella
5.21, in assenza di randomizzazione (ma il discorso ¢ valido anche per livelli
di randomizzazione diversi da zero) é possibile individuare quattro diversi
tipi di distribuzione congiunta (in tabella 5.21 sono indicati con colori dif-
ferenti). La S, riesce correttamente ad individuare e graduare tali diversi
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Tabella 5.17: Valori della mutua informazione e dei relativi intervalli di confidenza al
95% per diversi valori di lag e di randomizzazione. Serie di periodo 4 e p = 0.5.

Pattern 0011°, P=0.5, lunghezza della serie = 1000, humero di casi= 35000

Livello di randomizzazione
m [ 0% 5% 50% 75% 100%
o | 1 |og9emsz "0 gggasy DB g gganan TS gggpgy DHIHES
1, 000000 1, 000000 1, 000000 0,992097
1| o |ooooraz Mg oonagr PP g pooges DO [g pogrgq POOHM
0,000734 0001959 0 0032533 00,0034 396
2 | 1 |o02e3180 Mg ue7sr O0B1Y g pnasre DO900Z) g pogyps 0000001
0294697 0 07 2346 0011557 0,003704
3| o |ooootaz "™ g oong0e PP o poosen P g pores OO
0000721 0, 0021 0F] 0 0032068 0003517
0193257 0024203 0, 000025 0,000001
4| 1 [o2e28s [ looseoen (T2 opossss o0 opooror (2
5 0 |ooooiaz 209000 g pagass 000000 g nopgng DPUUOM g ppgqg  DAO0DODT
0000724 0, 00Z260) 0003113 00037158
6 1 |oz43423 M gnsgess "N pposeos PP o pogre BERRH
0, 296460 0072394 0011728 0003555
7 o |opooizs "0 oonzes PPN ppongzs YU g ppprag N
0000635 0001949 00,0031 25 0003529
8 | 1 |o2e2527 " g oasnaz PP g posass DM g pogrgg D00
0296137 0 07 2337 0,01 09596 000377
a | o |ogootsz "M o ooozes PP opooszr PO g poprog MO0
0000735 0,0071950) 0003130 0, 003465
10| 1 |ozzziz MM 2Agnagzy 9 g pgpry D008 G g7 gq 000000
0295147 0 07 2755 0011905 0003755

Tabella 5.18: Valori della mutua informazione e dei relativi intervalli di confidenza al
95% per diversi valori di lag e di randomizzazione. Serie di periodo 10 e p = 0.5.

Pattern ‘0000011111°, P=0.5, lunghezza della serie = 1000, numero di casi=3000

Livello di randomizzazione
Lag[ 0% 75% 50% 5% 100%
0 1 |ogegess "% |pgamaes "% gggggnr D% g gogpgy 099
1,000000 1, 000000 1,000000 0,999337
1 |o27eorz|omsants ¥ g piggns MM g o7y PN g gggrq g 00000
0109142 0,031 436 0,007200 10,0034 96|
2 |oozoos|opogant "M g poosze MM A0 poores D™ g poores PO
0,015556 0,007507 0,003742 0,003704
3 |o0ozo04e|oonosss "M g pmozsa M o mooson P |0 poores PO
0,01 629 0,007ESE 0,003996 0,003517
0,060725 0005867 0,000003 0,000001
4 |ozreor2|osases TP Nopirars [ lopoiete 0 000701 (o0l
5 1 |oz43723 MM gpagrig D00 g pnaeen 02| g gpgres DOO0OD
0, 296063 00732 0011863 0003715
6 |0z7o072|0omsam1 U g q7ozg DO g pnqgsn PN g gpgrgp BEROODT
0111802 0032155 0007460 0003655
7 |ozooss|o 009439 PO g pooazr 0OUUUE| g popgos POMY™M) g oporag OO0
0016323 0,007677 0,003935 0,003629
8 |0ozooes|omoszss ¥ o pooay Mg poorar DM g gogreg PO
0016106 0,007E24 0003723 0003577
9 |oz7sor2|ooe3msn "™ opisese M opoiras D™ 0 pooro PO
0110145 0,031703 0,007 51 0003465
10 N o055 219 g papngn D090 g yasag DA0002% g 0000001
02968377 0071585 0011828 0,003755
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Tabella 5.19: Valori della mutua informazione e dei relativi intervalli di confidenza al
95% per diversi valori di lag e di randomizzazione. Serie di periodo 10 e p = 0.3.

Pattern ‘00000001117, P=0.3, lunghezza della serie = 1000, numero di casi=5000

Livello di randomizzazione
Lag[ 0% 75% 50% 5% 100%
0 |osa291|ossrooe ™0 gaoser DA% g ganses V| g ganran DA
0902195 09097356 0911532 0912570
1 |o1oe31|omeozzr "% o p1oses P g onqazn P g popraz OO0
0081755 0025316 0006345 0003467
2 [opoieis|ooooszr "™ opoos1s ™o pooses MM g popzeg PO
0,003400 0003063 0003455 0003639
3 [oa91e31|ooee7s1 " opoe1ze ™0 poroer P ppopzzy POTN
0063652 0,01 9236 00057 31 0003574
00258553 0001766 0,000002 0000001
4 (0191631 [0paraos JU2E P opos3ss (i 0 po12er [P o goa72e o AT
5 |o191631|0 087603 P72 ¥ 0 pogsas POMZ2[gonq3sn DO popypg 00000M
0075179 0022872 0005075 0003525
6 |0191631 0047z "M gppgass POME2 g opqoqg PHOR00Rf g pppppg H0ONDY
0085315 0020550 0005400 0003781
7 |oa91631|o0see23 P15 0 pogons 00U [ g anqoog  DOOODDT) g g pp 000000
0063866 0,01 9466 0,005400 0, 003636
8 [oooiss|oooosiz "™ opoosan ™o pooe7r P g ooz PO
0,003415 0,003071 0003453 0, 003635
9 [o191631|0os0171 "M =|op1osan Mg poqa17 D% g goprpg PO
005173 0025250 0 0E054 0003701
10 |ogs1291|0 220000 " o pasnne PP o onzass P g poozag AU
0275453 0,069430 001185 0,003511

Tabella 5.20: Valori della mutua informazione e dei relativi intervalli di confidenza al
95% per diversi valori di lag e di randomizzazione. Serie di periodo 10 e p = 0.1.

Pattern 0000000001, P=0.1, lunghezza della serie = 1000, numero di casi= 5000

Livello di randomizzazione
Lag [ o% 75% 50% 5% 100%
0 [0.468996|0 488831 " 0 amaoae PS8 0 aggar DY g gpgpas DA
0503599 0517753 0 523554 0 526480
1 |ooeoe3|oonazzz "M F g po133s P g gngrgn PP g gz 200N
0,011301 0,005841 0003925 0,003657]
2 |opieoes|oongisr "™ |opoi3az "™ gpoorra P npoozes POP
0,0109% 0005545 000577 0003539
3 [ooieoes|oondzar "M Flopoizss "™ opoores MM o pogzaz PO
0011615 0,005941 0003771 0003772
0000228 0,000003 0,000001 0000001
4 [ooteoe3foooaz0s (T Pl0pat3E2 (Lo laooo7es (O 00727 (0o
5 |ooie063|0 004722 P20 porees PP g oosez DO g poorgs D000
0,01535 0007504 0004351 0003874
6 |oorsos3|oo0azio PP g poysen 1ONN2 g opprgg DTG gy 200000
0010992 0,007 0002949 0003603
7 |ooieoe3|000a174 PP g poyare OO G apprsg DOOONOTI G pppyag 00000M
001008 0,008043 0003952 0,003576
8 [op1e0e3|oonez231 " lopoizos ™ gpoors1 PP g popzag POP
0,011148 0,005688 0,03772 0,003603
9 [opreoes|oonezoz "o poizaz "™ opoorra P g poozer PO
00114089 0006023 0003760 0003531
10 |0 488996 |0 140507 "2l g p3ogas M1¥1% g op3ogn P8 g popzsg P00
0191752 0058273 0011445 0,003840)
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livelli mediante quattro distinti valori, mentre la mutua informazione ne ri-
esce a distinguere solo tre. La mutua informazione (come d’altronde anche
Pentropia congiunta) non riesce infatti a discriminare la situazione di cui ai
lag 1 e 9 da quella dei lag da 3 a 7 mostrando quindi, in questo contesto, una
minore sensibilita rispetto alla Sp. Dalla tabella 5.22, che sintetizza il com-

Tabella 5.21: Distribuzione congiunta della serie “0000000111” e p = 0.3 in funzione del
lag ed in assenza di randomizzazione.

Pattern '0000000111", P=0.3, lunghezza della serie = 1000, numero di casi= 5000

Lag 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

00 01 01 01 00 00 00 00 00 00 00

00 00 01 01 01 00 00 00 00 00 00

00 00 00 01 01 01 00 00 00 00 00

00 00 00 00 01 01 01 0o 00 00 00

Distribuzione 00 00 00 00 00 01 01 01 00 00 00

congiunta 00 00 00 00 00 00 01 01 01 00 00

00 00 00 00 00 00 00 01 01 01 00

11 10 10 10 10 10 10 10 11 11 11

11 i 10 10 10 10 10 10 10 11 !

11 il 11 10 10 10 10 10 10 10 11
Sp 0,250021] 0,033791] 0,000279) 0,055285| 0,055285] 0,0565285( 0,055285) 0,055265] 0,00027 9| 0,033791] 0,250021
Mutua informazione |0,881291] 0,191631( 0,001618| 0,191631) 0,191631] 0,191631) 0,191631] 0,191631] 0,001618| 0,191631] 0,881281

portamento della mutua informazione relativamente alle cinque diverse serie
analizzate (lag 10), si puo facilmente osservare come anche questo indicatore
non appaia, in genere, in grado di discriminare le serie in relazione al loro
grado di complessita algoritmica. Infatti, pur in assenza di randomizzazione,
anche la mutua informazione assume valori differenti a seconda del livello di
probabilita p che caratterizza le diverse serie.

Infine, ancora come nel caso della S,, gli esperimenti condotti a par-
tire da serie perfettamente periodiche mostrano che, in genere, la mutua
informazione non & in grado di distingure fra serie perturbate al 75% e al
100%.
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Tabella 5.22: Valori della mutua informazione e dei relativi intervalli di confidenza al
95% in corrispondenza del lag 10

Serie % 755 0% 5% T00%
p=0.5 periodo 2 1 lozazoza DR qagqes DOEEH G gaaggs DPODDZH gy DOODDODT

0,294338 0072329 Op11263 0po3Tes
2 & 0,195412 0025642 0poooze o poooo
p=0.5 periodo 4 1 foresms loilonssmr [ oooserr o 0007st F
L5 . 0,193503 0,025020 0poooze 0 poooo
p=0.5 periodo 10 1 [ozezmas [ lopssosz (o Blopossse 0 0o7st 0
p=0.3 0891291 Jozzzzan O 0 gago0s DM g ongees PP g pogyag DRODOD!

0275483 0059480 op1118s opo3s1l

0095202 ooz 0 poooog 0 poooo
P=0.1 048806 foaos07 |0 0 0zzess |0 o 0osze0 I o poorse

Andamento della mutua informazione in corrispondenza del lag 10
1
—p=01
=1)
E —p=03
B oUB p=05 periodo 10
E p=05 perioda 2
E 0p — p=05 periodo 4
=
E s
=
@
=
502
w®
=
D T T T — T
0% 25% 50% /5% 100%
Livello di randomizzazione

Figura 5.3: Andamento dei valori della mutua informazione in corrispondenza del lag
10

Puo essere poi opportuno normalizzare la mutua informazione in modo
da consentirne il confronto con altri indicatori e, mediante la comparazione di
serie caratterizzate da diversi valori della probabilita p, studiarne le variazioni
al variare del livello di randomizzazione.

In particolare, come gia accennato all’inizio del paragrafo, nel caso di serie
aventi uguale distribuzione di probabilitd la mutua informazione assume il
suo valore massimo quando le serie sono uguali (auto informazione) e tale
valore massimo ¢ pari all’entropia di Shannon calcolata sulla distribuzione
marginale. In questo caso la mutua informazione normalizzata assumera la
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forma seguente:

I(X5Y )norm = I(X5Y)/I(X5Y )max
I(X;Y)/1(X; X)
= I(X;Y)/H(X)

Dalla 1.3 del precedente capitolo 1.5 si ha che, in generale:
I(X;Y)=H(X)+H(Y)-H(X,Y)
che si puo scrivere, visto che X ed Y hanno medesima distribuzione, come:
I(X;Y)=2H(X)-H(X,Y)

per cui, dividendo entrambi i membri per H(X), la mutua informazione
normalizzata diventa:

I(X;Y)norm = Z_H(va)/H(X)

che altro non é che la forma normalizzata dell’entropia congiunta.

Nella tabella 5.23, che riporta i valori della mutua informazione norma-
lizzata in corrispondenza del lag 10, si pud osservare come, in effetti, i va-
lori della mutua informazione qui riportati siano sostanzialmente uguali ai
corrispondenti valori dell’entropia congiunta normalizzata (vedi precedente
tabella 5.15). Tuttavia, la mutua informazione presenta intervalli di confi-
denza decisamente pil ridotti e quindi minore varianza, motivo questo che
la rende sicuramente preferibile, quale indicatore di dipendenza, all’entropia
congiunta. Per questa ragione, nel proseguo della presente tesi, 'entropia
congiunta non verra piu calcolata.

Tabella 5.23: Valori della mutua informazione normalizzata e dei relativi intervalli di
confidenza al 95% in corrispondenza del lag 10

Serie % 5% % 5% T00%
! § 0193513 0, 024834 0 000 0 po0oat
p=0.5 periodo 2 1 |ozazeze [Ro Mopastes [ oposerz 0 0ot R
p=0.5 periodo 4 1 Jozdzriz OV qagrer DOEER G papgy CRO0DIEL G np gy DOCOOCT
0,295147) 0.072755 opi19ns 0o037as
_ 0, 19350 0,0246030 0 000026 0 o000t

-0 1 |ozazszs 0,046082 0,003538 0,000751
P05 penodo 10 0, 296377 0071535 0011828 0003738
B 0,197 206 0,0256973 0 p0002eE 0 pooon
p=0.3 1 |oaszess [l lopassry [ opossss MM o 0o0s2e RO
p=0.1 1 Jozesesr D0 garoass DOTG noronz DPUO| g ggqgpy DRROODZ
0, 409065 0,126589 O D24433 0 poszon

5.2.5 Entropia relativa o Distanza di Kullback Leibner

L’entropia relativa D(h||g) = > ,cx h(z)log % misura la distanza fra due
distribuzioni di probabilita h e g (vedi precedente capitolo 3.2). L’entropia
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relativa ¢ sempre non negativa ed assume valore zero se e solo se h(z) = g(z)
per ogni x € X.

Nei casi studiati, le distanze di Kullback Leibner assumono sempre valori
pari o molto prossimi a zero. Questo perché ogni serie viene confrontata con
se stessa a meno di uno slittamento di un numero di elementi pari al lag
scelto. Ovviamente, tale slittamento, considerando un lag variabile da 1 a
10, puod comportare l'introduzione di un numero massimo di “nuovi” elementi
pari al lag stesso (quindi al massimo 10) e questo, su un totale di 1000
elementi, non comporta variazioni significative nelle distribuzioni marginali.
Da qui la sostanziale uguaglianza, in distribuzione, delle serie confrontate.
Tale misura non appare quindi in grado di cogliere il livello di dipendenza
fra gli elementi di una stessa serie né il loro grado di disordine, né, tanto
meno, il loro grado di complessita.

Inoltre, poiché in questa seconda parte della tesi le distribuzioni marginali
delle serie poste confronto saranno sostanzialmente sempre uguali e, di con-
seguenza, le distanze di Kullback Leibler assumeranno sempre valori pari o
molto prossimi a zero, nel proseguo dell’analisi dell’autocorrelazione anche
le distanze di Kullback Leibler non verranno piu calcolate.

5.2.6 Approximate Entropy

A differenza degli indicatori precedenti, la ApEn non é calcolata a partire
dalla distribuzione di probabilita della serie, ma si considera 'ordine con cui
gli elementi si susseguono nella serie stessa (vedi precedente capitolo 3.4).
Essa assume valore zero nel caso di entropia nulla, ovvero di perfetta rego-
larita, e raggiunge il suo massimo in corrispondenza della massima entropia
(massima irregolarita o massimo disordine).

In realta, pero, la condizione di perfetta regolarita viene individuata solo
in presenza di valori del parametro m (la dimensione dei pattern di confronto)
pari o comunque prossimi alla lunghezza del periodo della serie. Purtroppo
pero, all’aumentare di m, diminuisce in genere il potere informativo dell’indi-
catore il quale, in linea di massima, tende ad assumere valori via via sempre
pitl bassi a prescindere dall’effettivo grado di regolaritd incontrato.

Dall’analisi dei valori della, ApEn calcolati sulle serie completamente ran-
domizzate (condizione di massima entropia), si puo osservare come questi va-
lori si approssimino al massimo teorico previsto per la ApEn, ovvero al valore
dell’entropia di Shannon calcolata a partire dalla distribuzione di probabilita
della serie, solo per m abbastanza piccoli (1,2,3 e 4) e come se ne discostino
in maniera sostanziale e del tutto fuorviante gid per valori di m uguali a
7 0 8. Questo comportamento conferma quanto affermato da Pincus [38],
Iideatore della ApEn, che suggerisce di utilizzare, in presenza di serie di
lunghezza limitata, valori di m pari, al massimo, a 2 o0 a 3.

Il problema che si ha nell’utilizzare valori di m relativamente elevati,
e quindi pattern di confronto di una certa dimensione, ¢ infatti implicito
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nell’algoritmo di calcolo della ApEn. Questo indicatore misura infatti il
logaritmo della verosimiglianza che insiemi di pattern fra loro “vicini” lo
rimangano anche qualora se ne aumenti la dimensione di una unita inclu-
dendovi il successivo elemento della serie. All’aumentare delle dimensioni
del pattern, la probabilita di incontrare due pattern “vicini” (uguali nel caso
di serie binarie), su cui poi andare a valutare la probabilita condizionata che
anche il successivo elemento della serie sia “vicino”, diminuisce in maniera
esponenziale, potendosi anche ridurre, in serie di lunghezza limitata, alla
sola coincidenza del pattern con se stesso. Studi teorici indicherebbero che,
dato m, per ottenere risultati attendibili si dovrebbero considerare serie con
un numero di elementi compreso fra 10™ e 30™ [38|.

Dai dati riportati nelle tabelle da 5.24 a 5.28 si pud notare come, per
m = 0 e qualsiasi livello di randomizzazione, la ApEn approssimi il valore
dell’entropia di Shannon della serie.

Nel caso di serie binarie, ma la stessa cosa vale per serie generate da
distribuzioni categoriche caratterizzate da un numero finito di eventi, si puo
infatti dimostrare quanto segue: dalla formula generale per la ApEn, posto
r = 0 e data la generica serie binaria v di NV elementi di cui k uno e N — k
zeri, si ha che:

ApEn(m, N)(u) = @™ — ™ m >1
ApEn(0, N)(u) = —®!

1 N—-m+1
o= ———— log C}"
N-m+1 ; o8t
om _ _umero di j < N —m+1 tali che d(x;,z;) =0
v N-m+1

che, per m = 0 diventa:

ApEn(0,N)(u) = —!

ol = 1 EN log C}
(2
N~

o1 _ humero di j < N tali che d(z;,2;) =0
! N

Poiché, per ipotesi, la serie & caratterizzata da k uno, nel caso in cui
x; = 1 si avranno k match esatti, ovvero la condizione d(:vi,xj) = 0 sara
soddisfatta k volte e, quindi, C; = k/N. Nel caso in cui, invece, z; = 0, si
avranno N — k match esatti per cui C} = (N — k)/N.

Analogamente si avranno k valori dell’indice i per cui C} = k/N e N —k
valori per cui C} = (N — k)/N, di conseguenza:

1 k (N —k)

ol = — — —
N klogN—i-(N k)log I
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e, quindi,
E10 E—FN_kb (N — k)
N®NTTN %N

Posto k/N =p e (N — k) = ¢ si ha, infine

ol =

ApEn(0,N)(u) = —(plogp + qlogq)

che ¢ proprio ’entropia di Shannon della serie.

Tabella 5.24: Valori della ApEn e relativi intervalli di confidenza al 95% per una serie
di periodo 2 e p = 0.5 in funzione di diversi valori di m e di randomizzazione

Pattern="01", P =0.5, lunghezza della serie = 1000, numero di casi= 5000

Livello di randomizzazione
m [ 0% 75% 50% 75% T00%
0995336 0995555 0997457 10, 997646
0 1 1oooeee 00Tl 1ponass POES) g ooz IO ooz DO
1 i o7seznz DT ogaazo PO pogpeas U goggegg POHT
0507531 0 87 G005 1,000771 1 000973
2 i 0673130 P ngosia P pogoggy DY) g gggoge U
0728253 0 952009 0999295 1 000639
0555108 05629449 0973720 0987931
3 o |oeisas 0T opeozes (0Tl neeraes U ges1z0 DO
4 0 nsrared DM ngr7aog DA gozgeag DB opgagg DSBS
0537778 0.5911240 0931435 0,995920
5 0 nsaa3sn DS g apnqgy DAUEEOH pogpqap  DOHEEI0) g groag, DSBS
0,601 943 0,387731 0979363 0,937536
5 0 nstaa1a DI g aygggs DIESISH pasgipg DOTSENT) gogpapg DAY
0563322 0,554435] 0955733 0967552
7 i ngase03 DM 0 7aprgr DEMY pegigas DOS1E2 g gragy DRSS
0528272 0,791 295 00 30905E 10 922625
8 0 |odeomes " ggsesza DT grsgasr DU g77agne UTYTE
0 453576 0 5561 40 07893416 0 506146
9 i 0435330 M osatass VU psriom P g sraens OO
0,471 806 0571012 0503111 0 EO3E1E
10 0 |odosem " guzenrs DT garrrin DN gagegay DR
0442731 0471127 0412043 0387053
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Tabella 5.25: Valori della ApEn e relativi intervalli di confidenza al 95% per una serie
di periodo 4 e p = 0.5 in funzione di diversi valori di m e di randomizzazione

Pattern="0011", P = 0.5, lunghezza della serie = 1000, numero di casi= 35000

Livello di randomizzazione
m [ 0% 75% 50% 75% 100%
09993297 0993037 0997455 10,997240
ol [Feess TV 1001002 L 100400 et 1001001 (LR 1,000999
1 | 0ooo09s | 1000857 "2 1 poooee "™ pomagmn "7 pgogsgn P
1,001 006 1,0009973 1,000972 1 000975
2 0 |o7seams Y| goszeas PP gogsonr PP paggpen
0 53395 0974274 1 000045 1 000E39
0 E3E549 0 9225399 0953239 095793
3 0 |oms2ne 2 ooaosas [TET pomaun T 0gest20 T
4 i ogecasz CE5 M gargngn POEEY) pogapps  DOTYT2 g ggapgg  UEE0IST
0720250 0 945055 0994123 09355920
5 0 0553771 U2F1 B gopgags DI pggoqzp DO g grragy 0960
0708502 0 935054 0 954674 0 957556
6 i 05eea83 % 0psadng O pogagry DO gggpags U4
0 523255 0,592323 0 962057 0967552
7 i 0535142 D98 o aagesg TSET) popazag DO g ggpopy  0AEHE
0 556240 0 540750 0 915322 0 922625
8 0 |osroses P ggrossr VMU gresere T g z73gne BT
05143954 0720029 0, 785341 0 506146
9 0 |osmerz VM gsszire VM ggrmaze P 0graeng
04747249 0 552552 0 G053 5] 0 G036 6
10 0 |osmosrs Y| garzeaz VM gazooss PPN g amssny R
0 4154595 0 445060 0 405005 0387053

Tabella 5.26: Valori della ApEn e relativi intervalli di confidenza al 95% per una serie
di periodo 10 e p = 0.5 in funzione di diversi valori di m e di randomizzazione

Pattern="0000011111", P = 0.5, lungh ezza della serie = 1000, numero di casi =5000

Livello di randomizzazione
m [ 0% % 50% 75% 100%
0,899155 0,9933% 0,997652 0,897240
0 [ 1o00862| 1 pooasr [SR 1poos2e S0, 1panes (S0 0 99ges ST
1 |o721o09 | 09tem02 ¥ noazes1 DU pooeest M| nogggay MO
0941402 0,9952732] 1000946 1000965
2 |opasozs | ogssor " ggaz1as Y] esrzon M| g ggsorz
0939517 0 959551 4 1, 0005355 1 DO06S5
0553795 0 959095 0,955950) 0988183
3 [oss0ees | opooens |7 0g7eazs (0T ogoa0e O 0gss0ts O
4 |ogoomo]ogesess P noseges P pogrorg MUY goggoys D90
0565796 0.8753m 0,99455 3] 0935572
5 i og7dz2es U5l ngipgas DTSN peroesn U gy DOR4EW
0,73ms9 0 939965 0,954 735 0987464
6 i 0531472 FENN g gggong D80T gyppgy 092837 g ggagen D9339IE
0 654945 08121235 096344 3 0967745
7 i nsgoang U ngrggag UTTET pegisrr DOSUSE| g ggrgig DAV
0637014 0 851097 0,917997] 09216357
8 i 0536319 DN g rimae PN n7emagn VR g 7rapes O
0 251603 0749354 0, 50206 5] 0 504520
9 0 0472585 DEE gagiagg PN gaapag DO g grogss DO
0511240 0 590092 0603224 0 504420
10 i oarorio DM gannaan Y nasmsas MU g apsgas OEE
0415423 0434375 0401272 0, 396719
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Tabella 5.27: Valori della ApEn e relativi intervalli di confidenza al 95% per una serie
di periodo 10 e p = 0.3 in funzione di diversi valori di m e di randomizzazione

Pattern=0000000111", P = 0.3, lungh ezza della serie = 1000, numero di casi = 5000

Livello di randomizzazione
m [ 0% 5% 50% 75% 100%
08558458 03485811 0544515 0,345979
0| ogrese |openies [N aganer2 (TUN opeooan T 0881396 CE
1 |opaoeas | ogzoome "% nmsessr P ngraras DR ggapagy D4R
0,550740 0,595621 0911971 0912312
2 |osomozs | ogte3zr " paeraar PEFHY paremmn U ggragsy DO
0,548557 0,535109) 0911255 091074
3 |oaeoer2 | o7stes0 T pasaese DAV perarze U pgrsgrs 0O
0,759746 0554127 0907403 0905379
4 |oazas22| 0726057 "2 pagiesz "M oseeogr U pgpogor 0EHNE
0,7 GESES 0574252 0900521 0903377
5 | 0275408 | 0gotis1 " naozans VT pgsazer MU pgs7ien DA
0,734510 0 557577 0,657 425 0591799
6 |ozoo00s | ogseser "l ozooona P pgogoor M pgmizas DR
0 657635 0 52676 0,5663015] 0567167
7 0 |ossemes "M azaiors VA grazsre VT o7asgs DR
0 605336 0 777623 0,51 6455] 0 5203505
0460813 0649954 0682323 0652080
8 0 osisas 0 logesort UV o7isies D logisers 000
9 0 0461237 "ME2) genprag DR gpaooan 0SB pgq7asy DS
0,50:5500 0534272 0653092 0 546452
10 0 pazaie2 U gagairr U gepggas D4R gy DAEEEE
0416529 0525640 0545364 0541415

Tabella 5.28: Valori della ApEn e relativi intervalli di confidenza al 95% per una serie
di periodo 10 e p = 0.1 in funzione di diversi valori di m e di randomizzazione

Pattern="0000000001", P = 0.1, lunghezza della serie = 1000, numero di casi = 5000

Livello di randomizzazione
m [ 0% 75% 50% 5% 100%
0427434 0417136 0410213 0406740
0 | o4seess|oserase (¥ 0ape1ss T nasares (0| 0asest7 (T
1 |oasoms|oasamin " gageres % passone PO g ggmrar DR
0505172 0 515386 0,524 BE0 05243654
2 | 0434858 | 045987s " g ugamoe T oagaass T pagragg DOTETD
0 500875 0 51 4005 0 5207 5E 0 523609
0412232 0, 4097 35| 04047185 0404075
3 [oaraisa|oasaaze [\ 0astess |0 oastsns (U oseasos 0T
4 | 0390024 | 0446200 DAVl as7esr DAV pusrare DAUUYH gagpagp  DADDES
0 435602 0505233 0514510 0516307
5 | 03en972 | 0437z7s DPF nasasns VAR gusarin USRI goamgmgp DRI
0476670 0 500085 0506474 0510059
6 | 0324522 | 0azroee DTl nasgras U pasenss USET) pag7ags DS
0 466305 0,491 792 0496934 0500179
7 | 0275498 | 0412808 T 0438341 "N pazress U poazaams 0T
0 455627 0 454764 0457627 0 430959
8 |0zoo005 | 0399883 "' 0430288 T paceoss T pagrsy 0T
0 440345 0 473335 0476144 0477363
9 0 |osmozrs P gazoezs T oa1es3z DU g asosn D
0423112 0 461047 0462721 0 461504
10 o |oozrrein PP gararan U pageems T ganiany DR
0330715 0 419345 04431 7 0 444145
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Si pud poi osservare come la massima variazione nel valore della ApFEn si
abbia passando da serie perfettamente periodiche a serie perturbate al 25%
(cosa comune, per altro, anche agli altri indicatori), mentre nel passaggio
da tale livello ai livelli successivi la variazione risulti assai pili contenuta
e, a volte, difficile da discriminare. In particolare, a parte alcune eccezioni
relative alla serie di periodo 2 e p = 0.5, i valori calcolati in corrispon-
denza dei livelli di randomizzazione del 75% e del 100% sono praticamente
indistinguibili fra loro.

Ancora, la ApEn & apparsa in grado di individuare con buona preci-
sione la periodicita delle serie, per arrivare a ci0o, perd, & stato necessario
aumentare il valore del parametro m oltre i valori counsigliati in letteratura
relativamente alla lunghezza delle serie considerate. Inoltre, per m = 1 ed
in assenza di randomizzazione, la serie di pattern “01” viene “classificata”
dalla ApEn come perfettamente regolare (ApEn = 0), mentre quella di pat-
tern “0011” & indicata come massimamente irregolare (ApEn = 1), seguita,
in termini di disordine, da quella di pattern “0000011111”, “0000000111” e
“0000000001”. Per m = 2, invece, la serie “0011” risulta essere perfettamente
regolare (ApEn = 0), mentre la “0000011111” continua a risultare pin ir-
regolare della “00000001117, a sua volta piu irregolare della “0000000001”.
Come si ¢ visto, quindi, la scelta di un determinato valore di m, puod poten-
zialmente condurre a risultati anche completamente diversi (grafici 5.4 e
5.4). A parte questo, comunque, il comportamento della ApEn nei confronti
del livello di disordine (livello di randomizzazione) parrebbe non discostarsi
troppo da quello osservato per gli altri indicatori.  Ovviamente anche la
ApEn pud essere normalizzata rapportandola, di volta in volta, al suo mas-
simo assoluto che, per una distribuzione binaria, corrisponde a logs 2 = 1,
oppure al suo massimo relativo, che coincide con 'entropia di Shannon del-
la serie considerata. In questo modo l'indicatore assumera sempre il valore
uno in corrispondenza della condizione di massimo disordine, condizione che
risultera cosi immediatamente riconoscibile (tabelle 5.29 e 5.30).

Ovviamente, nel primo caso l'indicatore esprimera la distanza dal massi-
mo disordine possibile, che si realizza sotto la condizione di massima entropia,
ovvero per distribuzioni marginali uniformi (p = ¢ = 0.5), mentre nel secon-
do indichera pit propriamente la distanza dal massimo disordine ammissibile
data la particolare distribuzione marginale della serie considerata.

Poiché il calcolo della ApEn non é vincolato alla stima delle distribuzioni
marginali e congiunte, essa parrebbe pill adatta sia della mutua informazione
che della S, ad operare con serie di lunghezza limitata. Nel caso di campioni
di ampiezza (lunghezza delle serie) ridotta, infatti, la stima delle distribuzioni
marginali e congiunte potrebbero differire in maniera anche considerevole
dall’effettiva distribuzione del fenomeno. D’altronde, la S, la mutua infor-
mazione e ’entropia congiunta sono di pit agevole ed univoca interpretazione
e permettono di determinare il livello di autocorrelazione anche per lag rela-
tivamente grandi senza con cio perdere in affidabilita o incorrere nei problemi
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Andamento della ApEn perm=1
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Figura 5.4: Andamento dei valori della ApEn per m = 1
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Figura 5.5: Andamento dei valori della ApEn per m = 2
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che si avrebbero utilizzando la ApEn con valori di m elevati.

Tabella 5.29: Valori della ApEn e relativi intervalli di confidenza al 95% calcolati per
m=1

ApEn, m=1 Livello di randomizazione
0% 25% 50% 75% 100%
. 0,702036| 0,307585 0,388755
p=0.5 periodo 2 0 0,756202 0,954472 0,996643 0,999590
0,807631 0,576008| 1,000771
. 0,999231 0,997202
p=0.5 periodo 4 0,999998| 1,000557 1,000066 0,999690 0,9995590
1,001006| 1,000853
. 0,891651 0,968995
p=0.5 periodo 10 | 0,721909| 0,916802 0,983861 0,998661 0,999531
0,941402 0,995232
0,790915 0,335052
p=0.3 0,689638| 0,820986 | 0868667 — 0,879734 0,880337
0, 0,415153 ;
p=0.1 0,452918| 0,464810 0466734 0466002 0.468731
0,505172 0,515326 0521660

Tabella 5.30: Valori della ApEn normalizzata e relativi intervalli di confidenza al 95%
calcolati per m =1

ApEn normalizzata, m=1 Livello di randomizzazione
0% 25% 50% 75% 100%

) 0,7020¢] 0,527525 0,582755 0,595519|

p=0.5 periodo 2 0 0,756202 0,954472 0,996643 0,993590
0,807631 0,576008| 1,000771 1,000575
) 0,955231 0,957202 0,556577 0,535519f

p=0.5 periodo 4 0,999998| 1,000557 1,000066 0,999690 0,999590
1,00100] 1,000552 1,000972 1,000975
) 0,851651 0,563535 0552525 0,55520¢|

p=0.5 pericdo 10 | 0,721903| 0,916802 0,983861 0,998661 0,999531
0,941402 0,995232 1,00094¢| 1,000968|
0,857452 0,560064

p=0.3 0,782532] 0,931572 0,985676 0,998233 0,998918
p=0.1 0,965719] 0,991075 0,995284 0,993617 0,999436 e
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CAPITOLO 0

Analisi di serie semplici
perfettamente periodiche in
funzione della lunghezza del periodo

Si considerino ora le serie seguenti, caratterizzate da una alternanza di zeri
e di uno costante, e cosi strutturate:

e serie 1: 500 zero e poi 500 uno;
e serie 2: 250 zero e poi 250 uno;
e serie 3: 100 zero e poi 100 uno;
e serie 4: 50 zero e poi 50 uno;

e serie 5: 25 zero e pol 25 uno;

e serie 6: 10 zero e poi 10 uno;

e serie 7: 5 zero e poi 5 uno.

Tali serie sono perfettamente periodiche ed esprimono tutte, sia al limite
che per la lunghezza considerata (1000 elementi), una proporzione di zero,
q, e di uno, p, costante e pari a 0.5. Da un punto di vista della complessita
algoritmica esse sono molto semplici e, soprattutto, equivalenti, potendosi
tutte descrivere mediante un semplice programma del tipo:
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K=...
T=...
scrivi K zero e poi K uno T volte

6.1 Risultati dell’esperimento

6.1.1 Entropia di Granger, Maasoumi e Racine

Come si puod vedere dai dati normalizzati riportati nella tabella 6.1, il li-
vello di autocorrelazione espresso dalla S,, a parita di lag, diminuisce al
diminuire della lunghezza del periodo e cio si verifica in maniera decisamente
pit pronunciata in corrispondenza delle serie caratterizzate dai periodi pitl
brevi.

Si puo poi osservare come, in corrispondenza del lag 1, la S, relativa
alla serie di periodo 500 indichi un’autocorrelazione pari a circa 1'89% del
massimo ammissibile, mentre per la serie di periodo 250, tale valore si riduca
a circa 1'85%, valori che appaiono relativamente bassi se si considera che, nel
primo caso, si ha perfetta corrispondenza per 998 valori su 1000 e nel secondo
per 996 su 1000.

Tabella 6.1: Serie perfettamente periodiche: valori della S, normalizzati in funzione
della lunghezza del periodo.

P = 0.5, lunghezza delle serie = 1000

Alternanza di zeri e di uno

500 250 100 50 25 10 ]

1 1 1 1 1 1 1
0/p94449| 0852145 0770680| 0pB2043| 0565934 | 0,360448| 0175206
0A5a2145| 0793742 0BR2843| 0565934| 0415739 0175206 0017289
0/p20249] 0750065 06R18335| 04821868| 03123172 0072018| 0017289
0793742 0714015 0A6A934| 0 415739| 0,235865| 0,017289| 01765206
0770680| 0BE2843) 0521205 0360448| 0175206 0 1
0750065 0B55138] 0482188 0313172 01266833 0,017289| 0175206
0731305 0B30084) 0447280 0272048 0088204 | 0072018 0017289
07140158 0BO7O74| 0416739 0235865 0057717 0175206 0017289
0F97926| 0485789 0386937 0203786 0,034314] 0,360448| 0175206
0F32843] 05655934 0360448| 0175206 0017289 1 1

- -
= |2 R | | | P = O
=
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Valori di 5; in funzione della lunghezza del periodo dellaserie

g
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Figura 6.1: Valori della S, normalizzati in funzione della lunghezza del periodo della
serie.

La tabella 6.2 descrive invece il comportamento della distribuzione con-
giunta al variare della lunghezza della serie con riferimento ai lag 0, 1 e 2.
Vi si puod osservare come il numero iniziale di coppie 00’ e ’11’ cali molto
lentamente, e di conseguenza il numero di coppie del tipo 10’ e 01’ aumenti
altrettanto lentamente, al diminuire della lunghezza del periodo delle serie.

Tabella 6.2: Variazione della distribuzione congiunta in funzione del lag e della lunghezza
del periodo della serie.

P =0.3, lunghezza della serie = 1000

Alternanza di zero e di uno

Tipo di serie 500 100 10
Lag 0 1 Z | 0] 1] 2071 7
- . 00" s00| 499] 498] 500 495 490] 00| 450] 400

Simboli .

Pe e 10 ol 1] 2 o] s 1o 50| 100
s 01 ol 1 2 o] & 10 50[ 100
congiunta TR e00| 455 483 so0| 495 290| s00[ 480( 400

A parita di lunghezza del periodo, poi, il livello di autocorrelazione e-
videnziato dalla S, diminuisce all’aumentare del lag, in quanto ci si sta al-
lontanando dalla situazione di perfetta corrispondenza fra gli elementi della
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serie. Cio si verifica fino a che non si raggiunge un lag pari al semiperiodo
della serie (vedi, ad esempio, le serie di periodo 5 e 10), superato il quale
la S, ricomincia a crescere fino a toccare nuovamente il suo massimo in
corrispondenza di un lag pari al periodo della serie stessa.

6.1.2 Mutua informazione

Per la mutua informazione, i cui valori normalizzati sono riportati in tabella
6.3, vale sostanzialmente lo stesso discorso fatto per la S,. Tuttavia, a parita
di lag, nel passare da una serie all’altra i valori della mutua informazione
relativi alle serie di periodo maggiore (serie da 1 a 4) mostrano diminuzioni
meno marcate rispetto alla S,, mentre si osservano diminuzioni pitt marcate
per le serie di periodo piu corto (serie 6 e 7), comportamento questo che
parrebbe pitl consono all’effettivo andamento del fenomeno.

Una tendenza analoga si pu® osservare, inoltre, all’interno di una stessa
serie per le variazioni che si hanno passando da un lag all’altro. Per tutte
le serie la mutua informazione mostra, nel passare dal lag 0 al lag 10, un
intervallo di variazione piti contenuto rispetto alla S,. Tale differenza ¢
particolarmente evidente nel passaggio dal lag 0 al lag 1 e, soprattutto, nelle
le serie di periodo pit lungo. Cid in accordo al fatto che, in presenza di serie
caratterizzate da sequenze di simboli uguali molto lunghe, lo slittamento di
un solo elemento di confronto (o di pochi elementi) non incide in maniera
sostanziale sul valore dell’autocorrelazione.

Tabella 6.3: Serie perfettamente periodiche: valori della mutua informazione
normalizzata in funzione della lunghezza del periodo.

P = 0.5, lunghezza delle serie = 1000

Alternanza di zeri e di uno

A00 250 100 a0 25 10 H

1 1 1 1 1 i 1
097918 0952378 0919207 0@58559| 0,757708| 0A31004| 0278072
0962378| 0932778 0858559 0757708 055970821 0278072 0029049
0947086 0906222 0806608| 0F72665| 0470639 0118709 0020049
0932778 0881650 O767708| 0597821| 0,365690| 0,029043| 0278072
0919207] 0858559 0713603| 0D531004| 0278072 0 1
0006222 DE36ES4 | OR7 2555 04706359 0,2040960| 0029043| 0278072
0B93726| 08167239 0R34076| 0415761 0144549| 0118709| 0020049
0A31650] 0795675 0897821 0 365650] 0095619 0278072 0020049
0BE9041| 0776358 0863530 0319923 0057317 04531004| 0278072
0/&a559| 0757708 0A31004| 0278072| 0029049 1 1

-
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Valori della mutua informazione normalizzata in funzione della lunghezza del periodo della serie
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Figura 6.2: Valori della mutua informazione normalizzata in funzione della lunghezza
del periodo della serie.

6.1.3 Approximate Entropy

Per le serie caratterizzate da una lunghezza del periodo pari a 500, 250 e 100
elementi, la ApFEn manifesta un valore molto prossimo a zero, attestando
cosl la sostanziale “regolaritd” delle serie stesse. Si puo inoltre osservare,
almeno fino alla serie di periodo 50, una sostanziale costanza dei valori della
ApEn all’aumentare del valore del parametro m. Questo perché tali serie
sono costituite da un numero molto elevato di elementi consecutivi uguali,
ragion per cui la probabilita condizionata che, dati due pattern uguali, questi
lo rimangano anche includendovi il successivo elemento della serie, rimane
sempre molto elevata.

Una condizione di questo tipo (sostanziale costanza della ApEn al crescere
del valore del parametro m), se incontrata nella pratica, potra quindi far pen-
sare ad una qualche costanza di lungo periodo degli elementi di una serie o,
nel caso di serie non binarie, ad una serie che varia abbastanza lentamente.

Vediamo poi come per serie di periodo pin limitato (periodo 5 o 10), la
ApEn non ci fornisca alcuna informazione sulla regolarita delle stesse almeno
fino a quando il valore di m non arriva a coincidere con la lunghezza del
periodo (tabella 6.4), risultato che pero é stato ottenuto violando il dettato
teorico-pratico che postula I'utilizzo di valori di m non superiori a 3 nel caso
di serie, come le nostre, composte da non pitt di un migliaio di elementi.
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Tabella 6.4: Serie perfettamente periodiche: valori della ApEn in funzione della
lunghezza del periodo.

P = 0.5, lunghezza delle serie = 1000

Alternanza di zeri e di uno

m 500 250 100 50 29 10 5
0 0999929] 0999922 0999923 0999922 09999X2| 09999270 1
1 0010514 0029486 0074644 0 136855| 0.239504) 0 46895858| 0721203
2 0010504 00239465( 0074516 0136314 0237170] 0 452924| 0F49036
3 0010507 0029460 0074381 D135755| 0234740) 0,4348658| 0 550995
4 O010505| 0,029445( 0074276 0,135202| 0232201 0 414165| 0400010
] 00495 0029413( 0074132 0134589 0229511] 0390026 0
& 0Q10500| 0,0223423( 0,074034| 0,134045) 0226765| 0360957 0
7 0010490| 0029383 ( 0073552 0,133415) 0223614 0324514 0
8 00492 0023335( 0,073760| D1325814| 0,220705] 02754380 0
9 010493 0029351 0073545 0132178) 0217450] 0200002 0
10 0010484 0029353 0073471 D131516] 0213951 0 0
Valori di ApEn in funzione della lunghezza del periodo della serie
1,0
——m =1
—8—m =2
m=3
m=4
0g —m=5
——m =5
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Figura 6.3: Valori della ApEn in funzione della lunghezza del periodo della serie.
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6.2 Serie caratterizzate da lunghe sequenze di ele-
menti uguali

Per cercare di meglio comprendere il comportamente dei nostri indicatori
in presenza di serie caratterizzate da lunghe sequenze di elementi uguali, si
considerino ora le serie seguenti:

e serie 1: serie composta da 500 zero seguiti da 500 uno;
e serie 2: serie composta da 750 zero seguiti da 250 uno;
e serie 3: serie composta da 900 zero seguiti da 100 uno;
e serie 4: serie composta da 950 zero seguiti da 50 uno;
e serie 5: serie composta da 975 zero seguiti da 25 uno;
e serie 6: serie composta da 990 zero seguiti da 10 uno;
e serie 7: serie composta da 995 zero seguiti da 5 uno;

e serie 8: serie composta da 999 zero seguiti da 1 uno.

Queste serie, a differenza delle precedenti, sono caratterizzate da una
percentuale di zeri e di uno variabile da serie a serie e, di conseguenza, da
differenti valori di entropia (vedi tabella 6.5). Da un punto di vista della

Tabella 6.5:  Valori teorici dell’entropia di Shannon calcolati su distribuzioni
caratterizzate da diverse probabilita P(X=0).

Valore teorico dell’entropia di Shannon H{X)

Pi{X=0) 0.5 0.75 0.9 0.95 0.975 0.990 0.995 0.999

Hi{X) 1.0 0511275 0 465595| 0 286357| 0,168661[ 0,080793) 0,045415] 0011405

complessita algoritmica sono perd ancora equivalenti fra loro e, sostanzial-
mente, anche alle serie precedenti. Esse infatti possono essere descritte nel
modo seguente:

K=...
T=...
scrivi K zero e poi T - K uno

Inoltre, per tutte le serie, al lag 1 vi & perfetta corrispondenza per 998
elementi su 1000 e, pertanto, il numero di elementi perfettamente coinciden-
ti & lo stesso per ciascuna serie. Cid nonostante, dai dati delle tabelle 6.6
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e 6.7, si puo vedere come i valori normalizzati della S, e della mutua infor-
mazione decrescano pitl che proporzionalmente all’aumentare del numero di
zeri consecutivi.

Al lag 1, in particolare, la serie 1 (500 zeri consecutivi) & caratterizzata
da un valore della S, pari a circa 0.89, che si riduce a 0.79 per la serie 4 (950
zeri consecutivi), a 0.59 per la serie 6 (990 zeri consecutivi) per scendere
praticamente a zero (0.000341) nel caso della serie 8 (999 zeri consecutivi).
Per le stesse serie, la mutua informazione assume invece i valori: 0.98, 0.94,
0.80 e 0 (0.000127). In questo contesto, la mutua informazione cala quindi
molto pill lentamente della S, fornendo in questo modo informazioni pitl
aderenti alla realta del fenomeno. Tuttavia anch’essa, per la serie 7 (995 zeri)
e 8 (999 zeri) fornisce dei valori, 0.67 e 0.000127, che, se presi in maniera
acritica, potrebbero risultare del tutto fuorvianti.

Un comportamento analogo lo si osserva per una stessa serie al variare del
lag. Ad esempio, la serie 7, caratterizzata da 995 zeri consecutivi, mostra un
valore della S, pari a 0.45 in corrispondenza del lag 1 (pari al 45% dell’auto-
correlazione massima ammissibile) ed addirittura un valore molto prossimo
a zero, condizione di completa indipendenza, a partire dal lag 4. E questo
nonostante si abbia perfetta corrispondenza per 998 elementi su 1000 al lag
1, per 992 elementi su 1000 al lag 4 (99.2% di corrispondenze) e per 980
elementi su 1000 al lag 10 (98% di corrispondenze). La mutua informazione,
pur manifestando valori leggermente piu elevati, non si comporta in maniera
molto diversa.

Tabella 6.6: Serie perfettamente periodiche: valori della S, normalizzati in funzione del
numero di zeri consecutivi in serie di 1000 elementi.

Numero di zeri cons ecutivi su 1000 elementi

500 750 900 950 975 990 995 999

-
[=1]
=

1 1 1 1 1 1 1 1

0594449 05881574 0,539906| 0,790308) 0,720804| 0588616] 0,450090] 0,000341

0 /52145 0834300) 07766839 0,709062) 0615304| 0.441475] 0267061 0,000341

0520249 0,/95734) 0,/729744) 0R48967| 0,538435] 0,33680359] 0,145411| 0,000341

075953742 0769232) 0F90920) 05995333 0.476415] 0.257414] 0057114 0,000341

0,770680] 0743605 0657366| 0557713 0,423917] 0,191564| 0,001756) 0,000341

0750065 0720732 0627612| 05205683 0,375205| 0136452 0,001756) 0,000341

0,731305] 0599947 0FO0GS0) O 4587240) 0337659 0,089514] 0,001756] 0,000341

0714015] 0BS0516| 0576028) O 456902) 0301226| 0,050447| 0,001756| 0,000341

L=10--1 R = R P PR LR Py ]

0pS97926| 063036 0553216 0429026 0,2668176| 0,015286| 0,001756| 0,000341

-
=

0fFE2843] 0846390 0531953 0 403215| 0,237952| 0,003553| 0,001756) 0,000341
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Tabella 6.7: Serie perfettamente periodiche: valori della mutua informazione
normalizzata in funzione del numero di zeri consecutivi in serie di 1000 elementi.

Numero di zeri consecutivi su 1000 elementi

300 750 900 950 975 990 995 999

-
=]
=

1 1 1 1 1 1 1 1

0379166| 0974857 | 09568774) 0835733 0,896665( 0800933 0669457 0,000127

0 962378| 0954654 | 0926111) 0585542 0517412| 0653352 0,435109| 0000127

0247085 0936321 0896702 0540732 0747491 0526774] 0244802 0000127

093778 0919207 ] 0869418) 0799458 0B537682( 0.4146879] 0,092735| 0000127

02159207| 0,903000] 0,543725) 0760544 0624511( 0,315016] 0,000793| 0000127

0206222 0,857520] 0,819306) 0724376 0569721 0,225857| 0,000793| 0000127

0893726 0672645] 0795954 089716 0517955( 0147409 0,000795| 0000127

0 BB81650| 0,8568269| 0,773520| 0p56621| 0,468126( 0080066 0,000795| 0,000127

=1 R==1 S TR= AR IRy LRI LN P —]

0869541 0844359 0,/7518594) 0F24915] 0422953 0,026560| 0,000793) 0000127

-
=

0 858555 0,830895] 0,730990) 0594459 0579229| 0,001804] 0,000793) 0,000127

Tabella 6.8: Serie perfettamente periodiche: valori della ApEn in funzione del numero
di zeri consecutivi in serie di 1000 elementi.

Numero di zeri cons ecutivi su 1000 elementi

500 750 900 950 975 990 995 999
0999929 0799048 0439498 0244142 0113274 0 ]
op10514f 0011103 0011368 0011448] 0011486 0011508 0
0010504 0011098 00113701 0011447 0011485) 0011507 0
DO10507 [ 0011101 0011364 0011445] 0011483 0011505 0
010508 0011098] 0011365 0011444 0011482 0011504 0
0010493 00110394 00113631 0011442] 0,01148) 0011502 0 0
0

0

0

0

B

o ] e § ] o] e }

0010500 0,011096) 0,011363] 0011440] 0,011475[ 0,011501( 0,011508
0010490( 0,011090) 0,011358] 0011439) 0,011477( 0,011500( 0,011507
0010492| 0,011093) 0,011358] 0011437 0011476 0011495 0,011505
0010493 0,011086) 0,011356] 0011437 0011474( 0,0114965( 0,011504
0010454| 0,011085) 0,011356]) 0011434) 0011472 0,011495[ 0,011502) 0,01150

- -
gmm-umu\hmm_-c:
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Tabella 6.9: Serie perfettamente periodiche: valori della ApEn normalizzata in funzione
del numero di zeri consecutivi in serie di 1000 elementi.

Numero di zeri consecutivi su 1000 elementi

500 750 900 950 975 990 995 999

0.999929) 0.984925| 0.937104| 0.852460] 0671608 0

0,010514] 0,013686| 0,014012[ 0,014111] 0,014158] 0,014185

0,010504] 0,013680| 0,014015[ 0,014110{ 0,014157] 0,014184

0,010507) 0,013683[ 0,014008] 0,014107] 0,014154( 0,014181

(=] o] o | Lo ] § o]

0,010508]) 0,013680| 0,014009[ 0,014106] 0.014153| 0,014180

0,010500] 0,013677| 0.014006[ 0.014101] 0.014148] 0,014176| 0014185

0,010450] 0,013670| 0,014000( 0,014100{ 0.014147] 0,014175| 0014184

0,010492) 0,013673| 0,014000( 0,014098] 0,014146] 0,014173| 0,014181

0,010493) 0,013665[ 0,013998] 0,014098| 0,014143( 0,014170] 0,014130

||| ~o|v|a|wn|a|= (3

0
0
0
0
0
0.010498) 0.013675| 0,014006| 0,014104[ 0,014151[ 0,014178 0 0
0
0
0
0
5

0,010484| 0,013664| 0.013998( 0,014094| 0,014141] 0,014169| 0014178 0.01418

I risultati di cui sopra consiglierebbero quindi grande prudenza nell’uti-
lizzo di questi indicatori in presenza di casi limite quali quelli studiati. Fra
i due, comunque, la mutua informazione parrebbe piu stabile e in grado di
rispondere in maniera pitt adeguata rispetto alla .S,

Per quanto riguarda la ApFEn, sia nella sua forma semplice che normal-
izzata (tabelle 6.8 e 6.9), si osservano invece valori simili e molto prossimi a
zero per tutte le serie e per tutti e 10 i valori del parametro m considerati. In
questo caso l'indicatore sembrerebbe quindi in grado di rilevare con successo
la sostanziale regolarita di tutte le serie analizzate.

Una cosa che risulta evidente, infine, & che nessuno degli indicatori con-
siderati & in grado di fornirci informazioni rispetto al grado di complessita
delle serie analizzate in quanto, come si puo vedere chiaramente nelle tabelle
6.8 e 6.10, serie che possono a ragione essere considerate equivalenti da un
punto di visto della complessita algoritmica, sono caratterizzate da valori
anche molto differenti della S,, della mutua informazione e della ApEn.

Tabella 6.10: Serie perfettamente periodiche: valori non normalizzati della S, e
dell’entropia congiunta in corrispondenza del lag 0.

Lag 0, valori non normalizzati

Numero di zeri consecutivi su 1000 elementi
500 750 900 950 975 990 995 999
Sp 0,292893| 0,225481| 0,114562| 0,062874| 0,033312| 0,013962| 0,007137| 0,001468
Mutua informazione 1| 0.811278| 0.468996| 0,286397| 0,168661| 0.080793| 0,045415| 0.011408
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CAPITOLO {

Analisi di serie deterministiche
complesse periodiche e non
periodiche

Si considerino ora le due serie periodiche:

e serie 1: serie di periodo 10 e pattern “11001110007;

e serie 2: serie di periodo 20 e pattern “110011100000011100117;
e le due serie non periodiche:

e serie 3: serie di pattern “100111000011111...”

e serie 4: serie di pattern “101100111000...7;

Le serie 1 e 2 differiscono da quelle del precedente capitolo 6 in virtu di
un disegno del periodo piit complesso. Nelle serie di cui al capitolo prece-
dente, infatti, il periodo era sempre costituito da due soli blocchi di simboli
consecutivi, il primo composto da zeri, il secondo da uno. La lunghezza dei
blocchi variava da serie a serie a formare periodi di varia lunghezza e disegno.
Nelle serie che si stanno considerando adesso, invece, sequenze di zero e di
uno di diversa lunghezza si alternano all’interno del periodo.

Le serie 3 e 4 sono invece generate da due diversi algoritmi. La serie 3
é composta da un uno a cui fanno seguito due zeri, poi tre uno, poi quattro
zeri, e cosi via. L’elemento n-esimo della serie sard pertanto costituito da
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una sequenza di n simboli uguali, I'n+1-esimo da n + 1 simboli uguali ma
di tipo opposto a quelli dell’elemento precedente e via dicendo. La serie
4, invece, & composta da un uno seguito da uno zero, da due uno seguiti
da due zeri, da tre uno seguiti da tre zeri e cosl via. L’n-esimo elemento
sard quindi composto da una sequenza di n/2 simboli, se n n ¢ pari, da
(n+1)/2 se n & dispari. Anche in questo caso, i simboli che compongono
un determinato elemento della serie saranno sempre di tipo opposto rispetto
a quelli che caratterizzano ’elemento precedente e quello successivo. Per n
tendente all’infinito, tutte e quattro le serie esprimono una proporzione di
zero, ¢, e di uno, p, costante e pari a 0.5. Per la lunghezza considerata (1000
elementi), invece, le prime due serie sono caratterizzate da una proporzione
di zeri e di uno perfettamente uguale (p = ¢ = 0.5), mentre la serie 3 ¢
caratterizzata da p = 0.494 e la serie 4 da p = 0.504.

Da un punto di vista della complessita algoritmica, la serie 1 pud essere
considerata come la piti semplice, seguita dalla 2, il cui periodo, di lunghezza
doppia, & composto dalla sequenza che caratterizza il periodo della serie 1
seguita dalla medesima sequenza riscritta perd in ordine inverso. Si pud poi
senz’altro affermare che la serie 3 & pitt complessa della serie 2 e che la serie
4 ha una complessita algoritmica pari o superiore a quella della serie 3.

7.1 Risultati dell’esperimento

7.1.1 Entropia di Granger, Maasoumi e Racine

Come si puod vedere dai dati normalizzati riportati nella tabella 7.1, le serie 1
e 2 sono entrambe caratterizzate da 2 distinti valori della S, che si ripresen-
tano ad intervalli regolari al variare del lag (0.017289 e 0.175206 per la serie
1, 0.072018 e 0.017289 per la serie 2). Un tale comportamento, se incontra-
to nella pratica, potrebbe quindi far pensare ad una qualche regolaritd nel
disegno della serie.

Le serie 3 e 4 mostrano invece valori della S, che, prossimi a 0.5 in
corrispondenza del lag 1, vanno via via diminuendo all’aumentare del valore
del lag, come ad indicare una mancanza di regolaritd o una regolarita, non
evidenziata, di periodo pit lungo.

I valori della S, calcolati sulle serie 1 e 2 si manterrebbero costanti anche
nel caso in cui si aumentasse la lunghezza delle serie. Infatti, purché tale
lunghezza fosse un multiplo del periodo (ma per serie sufficientemente lunghe
questa condizione non & necessaria), la struttura della serie, e quindi la sua
distribuzione di probabilitd, non cambierebbe, cosi come non cambierebbe la
distribuzione congiunta e, di conseguenza, il valore della S,,.

Nel caso delle serie 3 e 4, invece, i valori della S, tenderebbero ad au-
mentare perché, per come sono strutturati gli algoritmi generatori, al crescere
della lunghezza delle serie aumenterebbe anche la dimensione dei gruppi di
simboli consecutivi uguali. Di conseguenza, con valori di lag > 0, se per serie
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Tabella 7.1: Serie deterministiche complesse periodiche e non periodiche: valori della
S, normalizzata.

Lunghezza della serie = 1000

Pattern della s erie
Lag |[1100111000)|11001110000001110011| 100111000011111.... [ 101100111000....
0 1 1 i 1
1 0017289 007208 0547277 0474892
2 0175206 0,017 289 1,395307 0310971
3 0175206 0,072018 0,29607 2 0 208348
4 0017289 0017289 0222578 0136780
5 0175206 0,017 289 0167237 [ 186486
[} 0017289 0,017 289 1122665 0 051862
7 0175206 i 0089073 0p27213
8 0175206 0017289 0051344 0011867
9 0017289 0017289 0,041239 0003172
10 1 0,017 289 0 125966 0 000085

sufficientemente lunghe le distribuzioni marginali rimarrebbero sostanzial-
mente costanti, nella distribuzione congiunta aumenterebbero invece le per-
centuali di corrispondenze esatte (coppie “00” e “117) rispetto a quelle non
esatte (coppie “10” e “01”), il cui numero diventerebbe via via sempre piu
trascurabile rispetto al totale avvicinandosi, attraverso valori della S, cre-
scenti, al valore di perfetta autocorrelazione in corrispondenza della quale la
S, esprime il suo massimo.

7.1.2 Mutua informazione

La mutua informazione (vedi tabella 7.2) presenta un comportamento del
tutto analogo a quello della S,. L'unica differenza osservabile ¢ che la mutua
informazione esprime valori mediamente piu elevati sia per le serie periodiche
che per quelle non periodiche.
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Tabella 7.2: Serie deterministiche complesse periodiche e non periodiche: valori della
mutua informazione normalizzata.

Lunghezza della serie = 1000

Pattern della s erie
Lag |[1100111000)|11001110000001110011| 100111000011111.... [ 101100111000....
0 1 1 i 1
1 0 029049 0118709 07396537 0 EE4E92
2 0278072 0,029049 0573611 0467774
3 0278072 0,118709 0,44807 4 0 326521
4 0 023049 0029049 0,346881 0220233
5 0278072 0,029049 1266215 0141814
[} 0 023045 0,029049 1198349 0 086070
7 0278072 0 0145305 0 045540
8 0278072 0029049 0102262 0019950
9 0 023045 0,029049 1058646 0005330
10 1 0,029049 1,0433594 0000102

7.1.3 Approximate Entropy

La ApEn (vedi tabella 7.3) mostra invece, per tutte e 4 le serie, un andamen-
to decrescente all’aumentare del valore di m. Tuttavia, per le serie 1 e 2 esso
parte da valori molto alti e prossimi a uno (rispettivamente 0.971 e 0.881),
mantenendosi a livelli relativamente elevati (> 0.4) per i primi 4 valori di m,
per poi scendere a zero o a valori prossimi a zero per m = 5, nel caso della
serie 1 e per m = 8 nel caso della serie 2. La ApEn non riesce quindi ad
individuare chiaramente la regolarita insita nelle serie 1 e 2 almeno per quei
valori di m (m = 2 o m = 3) che lo stesso Pincus suggerisce di utilizzare.

Tabella 7.3: Serie periodiche complesse e serie deterministiche: valori della ApEn.

Lunghezza della serie = 1000

Pattern della s erie
m [1100111000]110041110000001110011| 1001110000141 11.... | 10110011 1000....
0 1 1 0999533 0 599995
1 097093 0,881269 0262308 0333819
2 0 550997 0 589677 0254894 0326610
3 0400013 0,461442 1263462 [ 323285
4 0400010 0414624 0,24R131 0 316061
5 0 0,375802 0244673 0308713
[} 0 0,199980 0,237370 0301488
7 0 0,199978 0,235907 0294320
8 0 0,098991 0, 2286k6 0287172
9 0 0 0,227181 0279993
10 1] ] 1,2193988 0272933

Le serie 3 e 4 presentano invece, al variare di m, valori della ApEn piu
omogenei e, soprattutto, pit bassi. Per m = 1 la ApEn ¢é pari a 0.262
per la serie 3 ed a 0.339 per la serie 4, ad indicare un elevato grado di
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regolaritd, maggiore per la serie 3 che non per la serie 4. In questo caso, la
maggiore regolarita rilevata dalla ApEn dipende dal fatto che la lunghezza
delle sequenze di simboli uguali cresce piit velocemente nella serie 3 che
non nella 4 e, di conseguenza, all’aumentare della lunghezza complessiva
della serie, aumenta anche la probabilitd condizionata che, trovati uguali
due gruppi di simboli consecutivi {z;,...,zitn} € {xj,...,2j4n}, lo siano
anche i successivi elementi T4 p41 ed Tjyny1.

Anche in questo caso, poi, la ApEn non ¢ in grado di graduare le serie
analizzate in base al loro livello di complessita algoritmica. Considerando
i valori della ApEn relativi a m = 1, rispettivamente 0.970931, 0.881269,
0.262308 e 0.333819, la serie 3 verrebbe indicata come la meno complessa,
seguita dalla 4, dalla 2 e dalla 1, classifica che non rispecchia assolutamente
la complessita reale delle serie considerate.

7.2 Serie con un numero limitato di elementi

Per verificare il comportamento della S,, della mutua informazione e della
ApFEn in presenza di serie di lunghezza limitata e disegno deterministico non
periodico, gli indicatori sono stati applicati alle serie 3 e 4 considerandone
perd solo i primi 25, 50 e 100 elementi.

In corrispondenza del lag 1 tutte le serie cosi ottenute presentano valori
della S, e della mutua informazione (vedi tabelle 7.4 e 7.5) che partono da
un livello molto basso e crescono all’aumentare del numero degli elementi
della serie, in accordo con le considerazioni gid espresse nella precedente
sezione 7.1.1. Per i lag successivi non si riesce, invece, ad individuare un
comportamento di tipo generale e questo, probabilmente, proprio a causa
della limitata lunghezza delle serie considerate e della conseguente difficolta
di ottenere stime attendibili delle distribuzioni di frequenza sia marginali che
congiunte.

Tabella 7.4: Serie deterministiche non periodiche: valori della S, normalizzata in
funzione della lunghezza della serie.

H. elementi serie 100111000011111... N. elementi serie 101100111000...
Lag 25 50 100 25 50 100
0 1 1 1 1 1 1
1 0126476 0205536 0,292411 0033725 0,1054584 0187705
2 0008588 0046016 0116444 0 026883 0002881 0038381
3 0018712 0003428 00359510 0.111840 0,021431 00011587
4 0,054 265 0,008986 0006773 0,158524 0,080255 0016451
] 0 0895594 0031945 0001743 0085168 0 115808 0055253
6 0,129433 0080574 0015945 0011951 0 080255 0085126
7 0 050259 0092275 0035582 0028632 0 052627 0112636
8 0 019854 0107518 00653593 0p71112 0 009052 01032597
9 0,003370 0088204 0,088548 0p71112 0 009066 0078827
10 0009126 0046016 0097293 0033725 0 019665 0, 040BE5
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Tabella 7.5: Serie deterministiche non periodiche: valori dell’entropia congiunta
normalizzata in funzione della lunghezza della serie.

H. elementi serie 100111000011111... N. elementi serie 101100111000...
25 50 100 25 50 100

1 1 1 1 1 1
0,204406 0320727 0442548 0051733 0,170888 0,206432
0009756 0075313 0,188488 0p40163 0003589 00B3770
0,012405 0004529 0065713 0 163857 0,031354 0000851
0,100447 0010480 0010247 0214316 0121956 0025065
0 146545 0042603 0,000339 0098204 0178289 0,039099
0,204406 0120726 0024107 000794 0,121996 0137114
0095118 0145668 0058110 0028730 0077191 0178669
0,028E659 0173600 0107617 0095204 0,004739 0161668
0001068 0,144549 0,145045 0098204 0004739 0119632
0010743 0075313 0158669 0pa1733 0 028386 0057 494

- [
=t.nm-umr.n-hwma|=m
=

La ApFEn, a sua volta, parte da valori molto elevati e prossimi alla con-
dizione di massima casualitd (serie di 25 elementi) per diminuire all’au-
mentare della lunghezza delle serie (vedi tabella 7.6). La diminuzione ¢
pitt sensibile per la serie 3 che per la serie 4 in quanto, come gia osserva-
to nella precedente sezione 7.1.3, Dalgoritmo generatore della serie 3 fa si
che tale serie venga caratterizzata da lunghe sequenze consecutive di sim-
boli uguali pit velocemente rispetto alla serie 4 e che, quindi, I’algoritmo
di calcolo della ApEn la identifichi come maggiormente regolare rispetto al-
I’altra. In questo contesto, valori della ApEn calcolati per m > 3 non sono

Tabella 7.6: Serie deterministiche: valori della ApEn in funzione della lunghezza della
serie.

H. elementi serie 100111000011111... N. elementi serie 101100111000...

m 25 50 100 25 a0 100

0 0 8970950 1 0996752 0 970950 0 9581596 1
1 0 918296 07215929 0 FEEOTS 0 950978 0 848088 07215830
2 0 5335985 0502956 0536123 0767319 0 7430956 0 FE1RE7
3 0 583E50 0E777599 0520016 0 500552 R 003438
4 0, 2EBEE7 0468228 0460544 0316952 0 552457 0545444
5 0 26BEE7 0450000 0444407 0 26BEE7 0437744 0489788
6 0,133333 0375489 0,388098 0,133333 03188672 0434581
7 0,133333 0337744 0,37 1896 0 0, 250000 0,382293
8 0 0218873 0316272 0 0187744 0330827
9 0 0168872 0,299530 0 0 168872 0279105
10 0 0,100000 0,248495 0 0,100000 0257992

assolutamente informativi a causa dell’estrema brevita delle serie e grossi
interrogativi dovrebbero porsi, specie per le serie di 25 e 50 elementi, anche
per m = 2 ed m = 3. In ogni caso, per serie di lunghezza limitata quali
quelle considerate, il potere informativo degli indicatori utilizzati sembra
essere piuttosto limitato.
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CAPITOLO &

Analisi di serie generate da un
processo stocastico

Si consideri il semplice processo generatore di una serie stocastica rappre-
sentato dallo schema di figura 8.1.

0[1

Figura 8.1: Esempio di processo generatore per una serie stocastiche

Al tempo ty ci si trova in una modalita di partenza A e in uno stato
xt, = 0,. Al successivo istante ¢; il sistema passa nella modalitd B mante-
nendo lo stato 0, xy;, = 0, con probabilitd q, oppure assumendo lo stato 1,
2, = 1, con probabilitd p. Una volta in B il sistema & obbligato, all’istante
successivo, a ritornare nella modalitd A, caratterizzata dallo stato z; = 0.
All’istante ancora successivo, il sistema ritorna necessariamente alla moda-
lita B mantenendo lo stato 0 con probabilitd q oppure assumendo lo stato 1
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con probabilita p. In sostanza, il sistema passa, ad ogni istante successivo,
dalla modalita A alla B e viceversa (modalita ricorrenti) potendo assumere:

e nella transizione da A a B, alternativamente lo stato z; = 0 con
probabilita q oppure lo stato x; = 1 con probabilita pari a p;

e nella transizione da B a A, unicamente lo stato x; = 0.

8.1 Modalita di esecuzione dell’esperimento

Per mezzo del processo stocastico precedentemente descritto sono stati genera-
ti tre insiemi di 5000 simulazioni ciascuno. Ogni insieme di simulazioni era
caratterizzato da una diversa coppia di probabilita di trasizione, ovvero:

e insieme 1. p=10.25e g =0.75;
e insieme 2: p=0.5e q=0.5
e insteme 3: p=0.75 e g = 0.25;

Ciascuna simulazione consisteva, data una determinata coppia di proba-
bilita di trasizione, nella generazione di una serie di 1000 elementi. Per ogni
serie & stato poi calcolato il valore della S, della mutua informazione e della
ApEn (in questo caso solo sulle prime 1000 simulazioni di ogni insieme). A
partire dai valori della S,, della mutua informazione e della ApEn calcolati
sulle singole simulazioni, € stato possibile ottenere le relative distribuzioni
empiriche e, di consequenza, calcolarne i valori medi, la varianza ed i quantili.

Nella tabella 8.1 sono riportate le proporzioni di uno attese ed empiriche
per ciascuno dei tre livelli di probabilita considerati, mentre nella tabella 8.2
sono evidenziati i valori teorici ed empirici dell’entropia di Shannon. Dati:

e P(Byiy1,A:) = 0.5 1a probabilita di passare, al tempo t, dalla modalita
A alla B;

o P(Asy1,By) = 0.5 1a probabilita di passare, al tempo t, dalla modalita
B alla A;

o P(x4y1 = 1|Byt1, Ar) = p, la probabilita che, nel passare dalla modali-
ta A alla B lo stato assuma valore 0;

e P(x441 = 1|As41, By) = 0, la probabilita che, nel passare dalla modali-
ta B alla A lo stato assuma valore 1;

allora la proporzione attesa di uno pud essere calcolata come segue:
P(Biy1, At) P(we41 = 1|Biya, Ar) + P(Api1, Be) P(241 = 1| Agy1, By)

ovvero 0.5p.
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Tabella 8.1: Percentuale teorica ed empirica (con intervalli di confidenza al 95%) di uno
sul totale della serie in funzione della probabilita di transizione p.

Lunghezza della serie = 1000

Probabilita p
025 0.50 0.75
Teorica | 0125000 0250000 0 375000
Empirica | 0125011 219990 g ogppgy 0228000 g 97594 0396000
0,144000 0272000 0,394000

Tabella 8.2: Valori teorici ed empirici (con intervalli di confidenza al 95%) dell’entropia
di Shannon in funzione della probabilitad di transizione p.

Lunghezza della serie = 1000

Prohabilita p
025 0.50 075
Teorica | 0 543564 0511278 0 554434
Empirica | 0542085 497732 gaqpoag D770 g gggogs 0999
0594619 0544320 0967332

8.2 Risultati dell’esperimento

8.2.1 Entropia di Granger, Maasoumi e Racine

Come si puo vedere dai dati riportati nella tabella 8.3, per ciascuna se-
rie, lo stimatore S, assume sempre e solo due valori i quali risultano es-
sere significativamente diversi tra loro. Il valore pit alto si presenta inoltre,
contrariamente a quanto ci si poteva aspettare, in corrispondenza dei lag
dispari. Infatti, per costruzione, le serie sono caratterizzate dall’avere uno
zero come primo simbolo, zero che si ripresenta poi sempre, in maniera
costante, ogni due simboli. Ogni serie avra quindi una struttura del tipo:
“0x0x0x0x0x0x0x0x0x0x.....”, dove il simbolo “x” pud assumere, indifferente-
mente, il valore 0 oppure 1 con una probabilita che dipende solo dal parametro
p. In presenza di lag pari, quindi, vi & sicura corrispondenza fra almeno la
metd degli elementi della serie, in quanto gli zeri fissi si incontrano sempre
fra di loro.

Inoltre, come si puo osservare, per p = 0.25 i valori della S, sono tutti
molto bassi, di conseguenza la S, parrebbe indicare una condizione abba-
stanza prossima a quella di indipendenza nonostante che, in media per i lag
pari, si abbia perfetta corrispondenza per almeno il 50% degli elementi della
serie. Il valore della S, tende poi ad aumentare, anche se molto lentamente,
al crescere di p e, quindi, al conseguente aumento della percentuale di uno.
La S, raggiunge infine il suo massimo in corrispondenza di p = 1, condizione

109



in cui si ha il 50% di zero e il 50% di uno che si ripetono alternativamente
(ovvero “01010101....”) e, quindi, perfetta regolarita (periodicita di periodo
2) e massima autocorrelazione.

Dai valori riportati nella tabella 8.3 risulta inoltre evidente come la S,
riesca a discriminare chiaramente le 3 diverse condizioni di partenza (p =
0.25,p = 0.50 oppure p = 0.75).

Tabella 8.3: Valori della S, normalizzati e relativi intervalli di confidenza al 95% in
funzione della probabilita di transizione p.

Lunghezza della serie = 1000

Valori di p
Lag 0.25 0 AD 0.75
0 1 0,596356 1 0954534 1 0953744
1,100013 1,042602 1014718
O | Dastare R G qeEman M Fapeagy WA
0075455 0159574 03816035
2 |opisoze "SI g pasgon PUTERN g gpgegy D192
00255865 0077264 0215782
3 |0 aEldrE PR g mepes R G oy g Dbl
0075145 0190363 0381603
4 |op1s006 PO 0 paenas QORI g qrgrgp 0199999
00253654 0077050 021603
5 (ooe14a3 2945980 1pane D100 g qpqpy 09060E0
0075145 0190370 0381605
6 |o0pisnds POMHE|pegy o DR gogq g 194298
0,029140 0077724 0215645
7 | mEEldEs T ndeeEse ol medee s
0075145 0,190501 0381603
00043502 0036536 0144346
8 (oo O lopssoz o l0478823
v |9 aElaEn P g ey Y g g mans  ReblaEl
0077963 0190363 0381603
10 |0 p15241 2008 g peenpy D037 7gppg O1441EE
0,029454 00777y 02135621

8.2.2 Mutua informazione

Per quanto riguarda la mutua informazione (vedi tabella 8.4) possiamo os-
servare, come gia negli esperimenti precedenti, un comportamento del tutto
analogo a quello della S,. L'unica differenza risiede nell’intensita dei valori.
Se in corrispondenza dei lag dispari i valori osservati sono sostanzialmente
uguali, nel caso di lag pari i valori della S, risultano significativamente in-
feriori rispetto a quelli assunti dalla, mutua informazione confermando cosi,
anche in questo caso, la tendenza della mutua informazione a mantenere
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valori piul elevati rispetto alla S, al diminuire del livello di autocorrelazione
nelle serie osservate.

Tabella 8.4: Valori della mutua informazione normalizzata e relativi intervalli di
confidenza al 95% in funzione della probabilita di transizione p.

Lunghezza della serie = 1000

WValori dip
Lag 0.25 040 0.75
0 1 0915112 1 0963679 ] 0957011
1,080787 1,034059 1011734
1 |opa7gez 0580 g gqgag U1 g gppepg 0922285
0081773 0178656 0414200
2 |omezees Mg pgqsrp DOR1EE| g agong g OS28048
0,0456E5 0125554 0,336520
o |modreey R ndeieee AT \mepssam
0,061 257 0,179495 0411200
0,006349 0,061 005 0231507
4 |op2se2s o2 Plopsirez 0 2eoses 0
5 |0 pupeee W G gagees WHRES G ermmng  dieres
0061257 0,179495 0,411200
6 |on23ess Y0%5¥|gpg1gos D508 g ogaggy 031800
0046124 0126443 0336663
7 |opazoer U910 qg1g0g PR g gpagys 0SS
0,081 287 0179495 0411197
8 |opzases “PY5F g pgigns POEU2 g ogapmg  DYTHET
0,0451335 0126445 0,3373585
9 |oparoos 0% qsgog 01288 g oppppy 0R22292
0061257 0179495 0411200
10 |opzasez PPN g g7 DOETTSN g ogogpg DEE1E
0,046827 0126473 0,336354

8.2.3 Approximate Entropy

La ApFEn raggiunge il suo valore piu elevato, circa 0.69 per m = 1, in cor-
rispondenza di p = 0.5 (proporzione di uno nella serie pari al 25%), mentre
per p = 0,25 e per p = 0,75 i valori riscontrati sono entrambi piti bassi e pari
rispettivamente, sempre per m = 1, a circa 0.52 e 0.61 (vedi tabella 8.5).
Anche in questo caso, pur in presenza di un andamento diverso rispetto
agli altri due indicatori, le 3 condizioni iniziali sono chiaramente discriminate.
La ApFEn parrebbe inoltre fornire indicazioni piti attendibili circa la strut-
tura della serie, con un grado di disordine riscontrato variabile dal 50% (per
p = 0.25) a circa il 70% (per p = 0.50) del massimo teorico (logy 2 = 1).
La relativa costanza del valore della ApEn all’aumentare del valore del
parametro m, in ispecie nel caso di p = 0.25, rafforza ulteriormente I'ipotesi
della presenza di un qualche tipo di struttura regolare all’interno delle serie.
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Si pud inoltre notare come il valore piu elevato della ApEn non si osservi in
corrispondenza della serie che esprime il valore dell’entropia di Shannon pit
elevato (serie caratterizzata da p = 0.75), ma in corrispondenza di quella che
presenta il piu alto valore dell’entropia riferita alla sola componente aleatoria
(serie caratterizzata da p = 0.5).

Tabella 8.5: Valori della ApEn e relativi intervalli di confidenza al 95% in funzione della
probabilita di transizione p.

Lunghezza della serie = 1000

Valori dip
m 0.25 050 0.75
0455449 0773996 0,941850
O ol 3 | il e e B M
1 |0s17933 4B g gagrog DETEEEE g psrgg BA0TSE
0560921 0694832 0392385
2 |osngomr DU g pag17g DEIEEB| g gpongy De185E4
0549513 0671340 0321409
3 |o4s9207 DM g gg3331 UOESH g s53gg 0O0T38
052265 0,597636 0,392385
1 |o4s1ear MME| g srgrag UG ygpapg D21
0515521 0555307 0321839
5 |o4ee703 "M gsaasm DT g gq 477 OO
0 496445 0 550536 0,392385
6 |04saa50 "N ga3arar D1 pnggeg 0421289
0459145 0544586 0321259
7 |0a476a4 OMFN g 597 OOYE8) g gnpqgp OA0TSHE
0474551 0524531 0,392385
0403952 0495417 0221345
B |0s37e4s T l0508317 (000305047 7
9 |0429453 "0 s0mnes YR g agagny BN
0455910 0505297 0,392385
10 |0 414935 "2 0 ggenon D4TES| g 9g0gp De21093
0441515 0, 497905 0320964

La situazione cambia se si considera, come per gli altri indicatori, la
ApEn nella sua forma normalizzata (tabella 8.6). In questo caso il livello di
disordine pit elevato, come gia la minor correlazione per la S, e per la mutua
informazione, si osserva in corrispondenza di p = 0.25 (ApEn normalizzata ~
0.953), seguito da p = 0.5 (ApEn normalizzata ~ 0.848) e da p = 0.75
(ApEn normalizzata ~ 0.635).
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Tabella 8.6: Valori della ApEn normalizzata e relativi intervalli di confidenza al 95% in
funzione della probabilita di transizione p.
Lunghezza della serie = 1000

Valori di p
m 0.25 0.50 0.75
0,8593604 0,954045 0,986815
o (1001027 [ Zoloseenis " d000s21
0,865083 0,833284 032224
1 |ogs2e46 [ Clogas204 o log3aTio L
2 |0a3sarr "5 0 s07589 V7 o seg1gr DS
1,011488 0828249 0,336753
3 |0g99999 “8280 4 731353 072183 475g37 032
0,8961600 0,736721 0411118
0,210574 0,689029 0231481
a [osss072 00709669 oo 0458256 oo
0, 7912861 0,657945 032221
5 |ossesss oo l0.671166 oo o 10434572 oo
0, 775881 0,640640 0231854
6 |084a151 DT 0 657884 500428169 5
0, 780817 0,8243585) 0322241
7 |0823535 (1710638336 (oo 10421383 ool
0, 743228 0,56108683] 0,231915
8 |0.80s690 2710626563 0 0atass0 o
0729174 0,601634 0322218
9 |o7900s7 " "loste303 o2 oararez LU
10 |0763360 "™ 0599166 " g 400428 15
0812817 0,613733 0,336283
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CAPITOLO 9

Analisi di serie generate da un
processo caotico

La mappa logistica X;11 = rX;(1—X;), 0 < Xy < 1 & una semplice funzione
non lineare (in questo caso un polinomio di secondo grado) spesso utilizzata
in demografia per esprimere, in un sistema chiuso ed in funzione del tempo
t, leffetto combinato della:

e crescita esponenziale della popolazione (effetto pin visibile quando la
popolazione & piccola);

e competizione intraspecifica, quando la popolazione ¢ numerosa, che
si traduce in una mortalita aggiuntiva dovuta alla competizione degli
individui tra loro per assicurarsi il cibo e i necessari mezzi di sostenta-
mento. Tale comportamento é tradotto matematicamente dal termine
quadratico di segno negativo.

La mappa logistica é caratterizzata dal parametro r, che rappresenta un
tasso combinato tra spinta riproduttiva e necessita di risorse (competizione
intraspecifica). Essa & nota anche come esempio di quanto possa essere
complesso e “caotico” il comportamento risultante da una semplice equazione
dinamica non lineare. In particolare, un sistema si dice caotico se presenta
le seguenti caratteristiche:

e forte dipendenza dalle condizioni iniziali, ovvero a partire da input
molto simili si possono ottenere, in breve tempo, risultati anche molto
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diversi fra loro (a variazioni infinitesime degli ingressi corrispondono
variazioni finite in uscita);

e andamento reale del sistema non pud essere previsto in anticipo a
partire da valori iniziali misurati strumentalmente;

e i valori che assume il sistema rimangono tutti confinati entro certi
limiti, ovvero il sistema non evolve verso infinito per nessun valore
iniziale.

In definitiva, il termine caos deterministico indica il comportamento di
un sistema la cui evoluzione, pur essendo regolata da leggi precise (deter-
ministiche), risente cosi tanto da eventuali piccolissime imprecisioni nella
determinazione delle condizioni iniziali da risultare, su lunghi periodi, prati-
camente imprevedibile. Da un punto di vista matematico, un sistema caotico
¢é prevedibile quanto qualunque altro ma, nel mondo reale, tutte le grandezze
sono conosciute a meno di un errore. Cosi, anche le condizioni iniziali non
sono mai conosciute perfettamente. In un sistema caotico due condizioni
iniziali che, alla luce delle nostre misure, ci sembrano identiche, possono
portare a due evoluzioni completamente diverse.

La mappa logistica, in particolare, é caratterizzata da una grande sensi-
bilita alle condizioni iniziali, ovvero, per certi valori di r, due valori iniziali
xo fra loro anche molto vicini possono divergere nel tempo in maniera espo-
nenziale pressoché imprevedibile restando comunque sempre confinati all’in-
terno dellintervallo [0,1]. Al variare del parametro r, la mappa logistica &
caratterizzata dai seguenti comportamenti:

e per 0 < r <1, tende a zero indipendentemente dai valori di ingresso;

T

e per 1 < r < 3, tende ad un unico valore asintotico %1 indipendente-

mente dai valori di ingresso;

e per r = 3, si realizza una biforcazione e la mappa oscilla sempre fra
due valori dipendenti dal valore di partenza;

e al crescere del valore di 7 compaiono sempre nuove biforcazioni e la
mappa oscilla tra un numero sempre maggiore di valori asintotici;

e per 7 approssimativamente pari a 3.57 si ha l'insorgenza del caos, mi-
nime variazioni del valore iniziale portano a risultati fra loro anche
molto differenti;

e la maggior parte dei valori di r compresi fra 3.57 < r < 4 esibiscono un
comportamento caotico, ma ci sono comunque ancora dei valori isolati
di r che mostrano comportamenti non caotici detti isole di stabilita;

e per r > 4 i valori di uscita sono esterni all’intervallo [0,1] e divergono
per quasi tutti i valori iniziali.
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9.1 Modalita di esecuzione dell’esperimento

Sono stati realizzati otto gruppi di 5000 simulazioni ciascuno. Ogni gruppo &
caratterizzato da uno stesso valore di r, che varia invece da gruppo a gruppo
a partire dal valore 3.65 per giungere a 4.00 con incrementi di 0.05. Si
¢ inoltre eseguito un ulteriore gruppo di simulazioni in corrispondenza del
valore r = 3.82847, all’incirca 1 4 /8, che corrisponde all’inizio di un’isola
di stabilita.

1.0

x(t)

04

25 3.0 35 4.0

Figura 9.1: Comportamento della mappa logistica non dicotomizzata in funzione del
parametro r.

Ogni simulazione ha prodotto una sequenza di 1000 elementi Y; ottenuti
dicotomizzando come segue i risultati della mappa logistica:

v ] 00X <05
P71, 05<X, <1

con Xt+1 = TXt(l — Xt), 0<Xpy<1

Ciascuna sequenza € stata ottenuta a partire da un valore iniziale, g,
scelto in maniera casuale all’interno dell’intervallo ]0, 1], e scartando i primi
100 valori, corrispondenti ad un comportamento transitorio iniziale. Per ogni
gruppo ¢ stato poi calcolato il valore della S, normalizzata, della mutua
informazione normalizzata e della ApEn (in questo caso solo sulle prime
1000 simulazioni). A partire dai valori della S,, della mutua informazione e
della. ApEn calcolati sulle singole simulazioni, ¢ stato possibile ottenerne la
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distribuzione empirica e, di consequenza, i rispettivi valori medi, la varianza
ed i quantili.

9.2 Risultati

9.2.1 Entropia di Granger, Maasoumi e Racine

Dai valori della S, riportati in tabella 9.1 si pud osservare come il com-
portamento dell’indicatore sembri suggerire una qualche forma di struttura
regolare per valori del parametro r pari a 3.65, 3.82847, 3.85 e, in parte,
anche per r = 3.70. In particolare, per r = 3.65 si puo osservare come il
valore della S, relativo al lag 1, 0.2129, si ripeta con cadenza regolare ogni 2
lag. D’altronde, come si puo vedere dalla figura 9.2, non si ¢ ancora entrati
nella zona caotica. Per r = 3.70, in corrispondenza del lag 1 si ha invece un
valore della S, pari a 0.1364, quindi piu basso del precedente, ma comunque
ancora indicativo di un certo livello di autocorrelazione, livello tanto pil si-
gnificativo se si considera la non linearita della S, e il fatto che l'indicatore
tende a zero molto rapidamente gi& a partire da livelli di perturbazione non
particolarmente elevati. Tale valore si ripete anche in corrispondenza dei lag
3 e b, dopo di che tale accenno di regolarita non ¢ piil osservabile.

Per r = 3.82847, che si situa proprio all’inizio di un’isola di stabilita,
si rileva molto chiaramente un andamento periodico di periodo 3. Infatti,
in corrispondenza dei lag 3, 6 e 9 si ha un valore della S, costante e pari
a circa 0.92, un valore molto elevato e prossimo alla condizione di massima
autocorrelazione. Anche i restanti valori, tutti pari a circa 0.25, esprimono
un livello di autocorrelazione non trascurabile.

Per r = 3.85, valore che si situa all’interno della medesima isola di sta-
bilita, ma in una posizione dall’andamento un po piil articolato e complesso,
I'indicatore fornisce ancora una chiara indicazione di struttura, anche se
meno forte della precedente. Si possono infatti osservare due valori con-
secutivi praticamente uguali e relativamente bassi, 0.055, che si ripetono
regolarmente ogni 3 lag (lag 1 e 2, 4 e 5, 7 ed 8, 10 ecc.), altri due valori
di intensitd piu che doppia, circa 0.1396, in corrispondenza dei lag 3 e 9 ed
infine un valore pari a 0.34 in corrispondenza del lag 6, equidistante rispetto
ai due valori S, = 0.1396 precedenti.

In corrispondenza dei valori di r pari a 3.90, 3.95 e 4.00 non si osserva,
invece, alcuna regolaritd apparente. Inoltre, il valore della S, si riduce in
maniera evidente e regolare nel passare da r = 3.90 ad r = 4.00, dove un
valore molto prossimo a zero, (circa 0.0004), attesta il comportamento caoti-
co del sistema, nonché 'indipendenza fra gli elementi della serie osservata.
Tale risultato concorda inoltre con 'andamento dell’entropia di Shannon che
aumenta fino a raggiungere un valore molto prossimo ad 1 in corrispondenza
di r = 4.00, nonché con la percentuale media di uno (o di zero) rilevata nelle
serie, percentuale che si approssima sempre pit a 0.5, valore imprescindibile
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Tabella 9.1: Valori della S, normalizzata e relativi intervalli di confidenza al 95% in
funzione del parametro 7.

Lunghezza della serie = 1000, numero di casi= 5000

Valoridir
Lag 355 370 375 380
0 1 0,9751388| 1 0,955057) 1 0,971178| " 0,97 1557]
1,024175| 1,04258: 1,026866| 1,026162|
0,191195| 0,11699 0,174582] 01730
1 0212014 DU 0136aas 01T 0196685 0o 0193778 (T
0,025244] 0,020493) 0,011505 0,000423]
2 |ooa0t66  O2f003sas0 D) 0019752 DS 0004028 oot
0,191195| 0,1169% 0,011485| 0,000004]
3 [oz1ze21 (7 0136447 | ozozar (TN 0000587 0
0,045015| 0,011997| 0,000322| 0,000011
4 [ooee201 P 0o02aess 0 0005790 0 0E 0.00tage T
5 |o0212027 M g q3gaa7 MV g go73as D0 g gosesg OO0
0,236057] 0,047355] 0,012592]
6 0102640 %7 g g12332 0016818 %% 1219 009
0,123631 0,032756] 0023054
0,1911895] 0,000039 0,003193 0,000018]
7 |oz12019 DU 0003347 20N 0010936 D 0001796 (00
0,045102| 0,000552 0,001177| 0,000008|
8 |oorosos [0 0006167 po%0od 0.008500 00T 0001060  DoO
0,191195| 0,000082) 0,000010 0,000007|
o |o212020 27 o00ass )00 oootoro 20 o0oogsa D00
0,092921 0,000025 0,001322| 0,000007|
10 |0118406 D 0002500 00007 0008837  00)o2o| 0.000864 oo
Valori dir
Pag 382847 .85 3.90 395 700
0 1 0,996098| 1 0,998591 1 0,98765938| 1 0,985867| 1 0,99763H
1,001588| 1,00205. 1,010133 1,01 3258 1,000855
1 0268121 U228 g ossagr OO gossoes U%%%2 goqpa3r O0M1%f g opgaqg 0000002
0,269690 0,056310) 0,069096 0,026252| 0,001612
2 |oo40982 U g oss3er  DUHY poosas1 D19 gooszes  UPU2E) g ogoazo OO0
0,269690 0,056555 0,009323 0,015108| 0,00157H
0,569537| 0128248 0,002895| 0,001763| 0,000004
3 |oseeees (el oaeas P2 aoos2s3 (0% ooe7et oo %l ooooazs (0
0, 163668 0,0539593 0002077 0,000018) 0,000004)
4 |ozs3me (oo ooss3er 0o oooesez oo 0001282 (iRl 0000429 DO
0,152213] 0,054145 0,000091 0,000101 0,000005]
5 |ozass 0l oossaz1  (tRU 0002251 00 0003116 (00 0000a2s (0
0,547026 3 Tl 0,000006 0,000060 0,000008]
6 |os2aaaa "o 3a0871 I 0000603 0000 0002200 Cooveef 0.000440 200
0,158723 0,053960 0,000021 0,000005| 0,000005
7 |oasteer o0 loossaes SN oooteos (ot oooosoz O 0000420 0l
0,147592| 0,053997] 0,000190 0,000008| 0,000004]
8 |ozssas (70l oossazo 2 oooasss (00 oooosor 00 o000aa2 0l
9 |o92196 "= 0139698 =Y 0001630 "% opooses PP g ogoszz DM
1,001558] 0,1467 285 0005359 0,002214] 0,001569
10 | 0250891 U= goss3a2 PP gogosss P gooosgr  MPUUf g gopaaz D00
0, 2659680 0,0567 1§ 0,002123] 0,002187] 0,001693]
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per un comportamento che deve approssimare quello di completa casualita
(vedi tabella 9.2).

Tabella 9.2: Percentuale di uno ed entropia di Shannon con intervalli di confidenza al
95% in funzione del parametro 7.

Lunghezza della serie = 1000, numero di casi= 5000

Valori dir
3.65 3.70 3.75 3.80

Entropia di Shannon | 0872817 "% g 765388 0788 g graasy 031240 g gepqgy 082974

0,393173) 0,79569| 037753 0,873837

. i 0,690000 0,759000 0,703000 0,705000

Proporzione di uno 0.706620 e 0776931 i 0.719803 PR 0,722211 0738000

Valoridir
3.82847 3.85 3.90 3.95 4.00

i 0,912870 0,890272] 0873242 0,853694 996463
Entropia di Shannon | 0917789 SR 0991719 099355 0.985109 fiane 0.,966807 S 0,999284 e
. 5 0,666000 0,442000 0,545000 0,535000) 0,470000)
Proporzione di uno 0667163 o 0446556 o s 0.570506 a— 0.,606311 e 0,499962 P

(1)
08 08 1.0

04

02

35

lad
=
T

w
9
Lh

4.0

Figura 9.2: Comportamento della mappa logistica non dicotomizzata per valori del
g g
parametro r compresi fra 3.5 e 4.0.
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Tabella 9.3: Valori della mutua informazione normalizzata e relativi intervalli di
confidenza al 95% in funzione del paramtro r.

Lunghezza della serie = 1000, numero di casi= 5000

Valoridir
Lag 365 370 395 3.80
0 1 0,930104 1 0,953745| 1 0, 976865 1 0,977 166|
1,019321 1,034375 1,021480| 1,020921
0,184820) 0,104184| 0,166331 0,164695|
1 [o207336 70 0122786 01r S 0189308 0% 0185982 000
0,041204] 0,023604| 0,018980 0,000688|
2 |ooes2s 20 0058007 (0 0032893 00 0.006613 )00
0,184&20) 0,104134| 0,018051 0,000004|
3 [o207a7 27 0122788 010 0031820 00N 0000043 o0
0,081075 0,019555| 0,000521 0,000014]
4 [otossre 70T 003se93 00009133 0% 0002301
0,184320 0,104124] 0,018251 0,001185
5 [o2mese 0 0r2omee 1 Nooastor U 0.00a2s2 N
6 |o0166733 2% po200s2 V™ 0025907 PP g o180ag 0%
0,199464] 0,039110 0,049429| 0,035287
7 |o2079a1 %' 5005087 %Y g 018025 U9 g op2g3g V000X
0,232796 0,016232] 0,035552 0,009363
0,081143 0,000850 0,001891 0,000007
8 [o11ss02 91 0009979 D% 0010263 D0 0001727 00
0,184320 0,000118| 0,000009| 0,000005
9 |ozo7ma2 17F* 0006341 00 0001712 00TE 0.001367 o0
0,151771 0,000030 0,002152| 0,000005
10 [o0191383 07077 0004032 D00 0014061 U021 0001403 D000
Valori dir
Lag 382847 385 3.90 3.95 00
0 1 0,996881 1 0,993877| 1 0,990183| y 0,588714 1 0,9981 16|
1,001277] 1, 001636 1,008073 1,010566| 1,000713
1 |o0273137 "] p091176 U9 0091635 P 0030411 P09 0000706 0002
0,274532 0,092560 0,112609| 0,043151 0,002722
2 |o0263382 " g ogq1a9 D9 g ooggaz DU g o137a8 O0M52 g gpo7oy 0002
0,274532 0,092932] 0,015574 0,024980 0,002662
0,761523 0,207024] 0,004875 0,002963| 0,000003|
3 |osearse Tt 020as8a (TR 0013020 [ 0011331 P 0000714 (00
0,218280 0,083948) 0,003491 0,000026| 0,000003|
4 |o0265306 270 0091126 (0o 0010891 (1 0002138 oo 0,000719 [0
0,202359 0,089259) 0,000150 0,000165 0,000003|
5 |oze302 270 00sr2t2 (TP 00037e4 [ooE 0005188 oot 0000717 (0
0,740077 0,483963 0,000004] 0,000058| 0,000003|
6 | 0961220 7707 0506269 eooro| 0.001008 0000l 0.003686 o] 0.000734 00
0,205204] 0,083943| 0,000026] 0,000004] 0,000003]
: NI 0,274532 WLELTTE 0,093116| 0,002691 0,008160 0,000835 0,003241 0,000#1:5 0,002747|
0,158424] 0,088990 0,000218] 0,000006| 0,000003]
8 |ozs2087 - 0091220 0 o0es17 0 Ho0o13as )0 000073 0
9 |o09s9051 "7 poose3s VU g gooras P02 g googas  PIMO%¢ g gpo7er 0002
1,001277) 0,235204 0,008000 0,003708| 0,002637|
10 |o0263966 "2 goo1082 “U%%5% g ogosoe MU0 g ogossz  MUN%) g gporaz  OONMS
0,274532 0,093311 0,003562] 0,003566| 0,002847|
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9.2.2 Mutua informazione

Il comportamento della mutua informazione (vedi precedente tabella 9.3) &
perfettamente sovrapponibile a quello della S,.

Si notano tuttavia valori normalizzati generalmente pi elevati, in parti-
colare per r = 3.85, dove la mutua informazione registra, in corrisponden-
za del lag 6, un valore massimo pari a 0.506 contro lo 0.34 della S, e, in
corrispondenza dei lag 3 e 9, un valore di 0.22 contro i circa 0.14 della S,,.

9.2.3 Approximate Entropy

Dai valori di tabella 9.4 si pud vedere come la ApEn fornisca indicazioni
generalmente in accordo con quelle fornite sia dalla S, che dalla mutua
informazione.

Si pud osservare come, per m = 1, i valori della ApEn per r pari a
3.65, 3.75 e 3.80 siano sostanzialmente uguali e pari a circa 0.69, mentre in
corrispondenza di r = 3.70 si osserva un valore della ApFEn significativamente
pit basso e pari a circa 0.67. Se per r = 3.70 tale comportamento pud
essere imputato all’accenno di struttura e, quindi, di regolaritd messa in
evidenza dalla S, e dalla mutua informazione, meno chiaro appare invece il
comportamento della ApEn in corrispondenza di r = 3.65, dove la presunta
condizione di maggiore regolarita rilevata dagli altri due indicatori viene qui
evidenziata solo a partire da m = 3.

Per il valore di soglia r = 3.82847 (1 4 +/8) si registra, per m = 1, un
valore della ApFEn prossimo a 0.67, valore che scende a circa 0.02 per m = 2
ed assume valori via via ancora piu bassi al crescere di m, mettendo cosi in
luce una struttura fortemente regolare e periodica di periodo > 2, come per
altro gia evidenziato dalla S, e dalla mutua informazione.

In corrispondenza degli altri valori di r, 3.85, 3.90, 3.95 e 4.00, si osser-
vano invece, per m = 1, valori della ApEn generalmente > 0.90 (0.90, 0.94,
0.9999). Cio starebbe ad indicare, per r = 3.90,3.95 e 4.00 una condizione
di sostanziale (perfetta in corrispondenza di r = 4.00) caoticita, condizione
confermata dal fatto che i valori della ApEn si mantengono sempre molto
elevati anche per i livelli di m successivi al primo. Un discorso a parte va
fatto invece per r = 3.85 la cui ApEn, pur partendo da un valore pari a 0.90
per m = 1, scende prima a 0.62 per m = 2 e poi a 0.22 per m compreso tra
3 ed 8 ad indicare una certa regolarita di periodo 3 o superiore, in accordo
a quanto gia evidenziato dagli altri indicatori.
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Tabella 9.4: Valori della ApEn e relativi intervalli di confidenza al 95% in funzione del
paramtro r.

Lunghezza della serie = 1000, numero di casi= 1000

Valoridir
m 365 370 375 3.80
0,85327Y 0,734558| 0,333055| 0,83153§
0 |os7aes7 [ 0765323 (7ot 0856042 (007 0853303 o
0,686047 0,656081 0,691105 0,692213]
1 |o0692012 [0l 0671688 oo | 0694265 oo 17| 0694413 ST
0,64 o 1 | 0,683469
2 |oes1es oo > 0651669 o> ") 0692259 0690669 oo
0,541249 0,589018| B * 0,682227]
3 | o0ss6112 0594658 - foesirz0 Ot ogs00z6 o
i 3 0,6131388| 0,6680874|
4 | 0553250 0,592383 | 0.639562 )| 0682017 CH
0,659512]
5 | 0434980 0,541818 0,585134 0,675076
0435744 0,54%162| 0687171
6 | o04z208 "7 0526344 "5 g 576556 0620013 "E0TEE
0,431152 0,541545] 0,602726| 0,650554
0,405347 0,499776| 0,514754] 0,594238|
7 |oaz0a36 D9t 0521735 | 0649054 S 0621094 0SS
0,381023 0,492282 0,502407 0,583651
8 [o03ee911 20T 0514886 7 0538005 0611745 T
0,381 148] 0,488790 0,475653 0,565064|
9 [o0396909 31 0512650 Di 0 0514425 ool 0595278 oo
0,356043 0,474483| 0,438983| 0,534297]
10 | 0374058 03T 0499177 247 04pr04a DU 056677 Do
Valori dir
m 382847 385 3.90 3.95 I 200
0,914098 0,991423 0,973635 0,953639 0,9973590|
o [oswerez 0 N orar N 09sseet (7 0967537 ool 1000300 ]
1 |o6e77a9 "7 go02080 V¥ pgastao PFE 938047 VMY ogge31 VIS
0,672190 0,9070638| 091273 0,950256 1,000970
2 |o021936 0616904 S0 g gani7g DB g g7agsg DO g gggoaq 58S
0,188687 0,631073 0,858248| 0,879457] 1,000675
0, 000000 0,209217| 0,739195 0,850032 0,988320
3 [oorrora D000 0219862 D50 0756670 D70 0870771 Do 0.995300 Deoe
0,000000 0,209217| 0,734762| 0,842445 0,980760
4 [oo1s322 (UMM 0219871 2%l 0753155 D72 0862906 o] 0983420 (50T
0,000000 0,209217| 0,717103| 0,814692] 0,964094]
5 [0012203 D07 0219868 270 | 0741463 )71 0834765 o 0.977366 o
0,000000 0,206318| 1 0,796752] 0,935607]
6 [o0010400 D00 0219554 2% 0730446 0819337 T 0952748 T
0,000000 0,207131 BT 326 0,767117] 0,869963
7 |ooosors oo Yo21ss72 27 " o70s620 0% o7essar 07 L ogereor O
0,000000f 0,207130 0,640084| 0,714075| 0, 740236
8 |ooo7s27 0PN o219se2 2" o6rr2ar 0 loasses 0 or7ares
9 | oo0s2r0 * 0112678 19254 g 646375 0653403 51945 g 570ggq 0S40%ET
0,064062 0,115729| 0,685382 0,603847|
10 | 0005249 000U 5 4qoggq O10ESEL ) paggpa U4E29Y g engipp  OHEEZH g agagpg OO
0,054412 0,115799| 0,574412| 0,549021 0,395077]
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9.3 Analisi di i1sole di stabilita

Al fine di meglio valutare il comportamento della S,, della mutua infor-
mazione e della ApEn in corrispondenza di intervalli di periodicita, & stato
realizzato un’altro set di simulazioni con riferimento all’isola di stabilita che
inizia in prossimita di r = 3.82847 (vedi figura 9.3) ed in particolare:

e una serie di simulazioni volte a studiare il comportamento nella zona di
“salto” compresa nell’intervallo 3.82847 < r < 3.85. In tale intervallo,
infatti, in corrispondenza del lag 1 la S, passa da circa 0.27 a 0.06, la
mutua informazione da 0.27 a 0.09 e la ApEn da 0.67 a 0.90. La zona
di salto & stato alla fine circoscritta fra 3.844568 < r < 3.844569;

e in corrispondenza del valore r = 3.828, che si situa subito prima del-
I'inizio dell’isola di stabilita considerata;

e in corrispondenza del valore r = 3.8565, che si situa poco prima della
fine dell’isola di stabilita;

e in corrispondenza del valore r = 3.8575, che si situa subito al di la
dell’isola di stabilita.

1.0

0.8
|

06
|

x(t)

04

0.2
I

i i i
3.828 1) 3.82847 3.844568 | 3.844569 | 3.8565 1 | 3.8575

0.0
|

1 T T T 1
382 3.83 3.84 385 3.86

r

Figura 9.3: Isola di stabilita r = 3.82847.

Dai risultati delle simulazioni effettuate e riportati in tabella 9.5, si puo
vedere come gli indicatori considerati, specie se valutati assieme, riescano a
caratterizzare in maniera abbastanza soddisfacente il comportamento della
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Tabella 9.5: Valori della S,,della mutua informazione e della ApEn relativi all’isola di
stabilita r = 3.82847.

% diuno

Valori dir
3.828 382847 | 3.844568 | 3.844569 3.85 3.8565 38575
06684169| 0 667163| 0.333380| 0499933| 0446556]0483621] 056553939

Sp normalizzato

Valoridir
3.828 3.862847 | 3.844568 | 3.844569 3.85 3.8565 3.8575
1 1 1 1 1 1 1
0243027 0268121 0.268638[ 0049184 0055397 0.049800{ 0043675
0025866 0249982 0268626( 0,049141( 0055381 0,049800( 0,020940
0,141233] 0,928693| 0,999450( 0,049147| 0139643 0,200446[ 0150971
0,048404| 0253376 0,268619( 0,049187| 0,055367| 0,049831| 0,034156
0.024602] 0249828 0.268644| 0.049147] 0055421 0049802 0.015163
0,100286| 0924444 0999446| 0,998131| 0340871 0,213750| 0,118706
0.032143] 0251681 0.268629[ 0.049193| 0055363 0,049834{ 0.030693
0.018930] 0249343 0.268656( 0.049130] 0055430 0,049504{ 0.010846
0,073688| 0921966 0999477 0.049260| 0139698 0,210154| 0091250
0,022817] 0250891 0,268641[ 0.049199] 0.055342| 0,049828[ 0.027776

—

mmwmma—mm-tc-:g

-
[=]

Mutua Informazione normalizzata

Valoridir
3.828 3.82847 | 3.844568 | 3.844569 3.85 3.8565 3.8575
1 1 1 1 1 1 1
0. 243177 0273137 0.273915| 0.081726] 0091176 0082712 0072195
0,040404| 0263382 0,.273886| 00816565 0091149 0,082669| 0034958
0,225906] 0964759 0,999803| 0,081874| 0224554| 0,314987| 0,241551
0,073373| 0265906 0273894 | 0.081730| 0,091125| 0,082718| 0056692
0,038546| 0263402| 0.273902| 0.081665| 0091212 0,082670| 0025373
0,162652| 0,961220| 0,999801| 0,999513| 0506269| 0,334160| 0,192109
0.049845| 0264657 0.273902| 0.081740] 0091118 0082722 0.051016
0.029897| 0262967 0.273910| 0.081637| 0091224 0082673 0018177
0,120530{ 0,959051| 0,999805| 0.081849| 0224636 0,328973| 0.,149071
0.035845] 0263966 0,273912| 0.081750{ 0,091082| 0,082711| 0046217

ApEn

-

D SO = O] || B =k | S B
=

[y
=

Valori dir

3.828 3.62847 | 3.844568 | 3.844569 3.85 3.8565 3.8575

0,900794| 0918792) 0919234| 1,001020{ 0992747] 1,000075] 0,991760
0,681404| 0667749) 0667349 0919236 0902280] 0917342] 0920393
0,623576| 0021936 0f 0,667456| 0616904) 0,661763| 0,806210
0,488900| 0017074 0f 0,001158| 0.219862| 0,327696| 0,564737
0.477935| 0015322 0,001043| 0.219871| 0,327686| 0658519
0458547 0,012203 0,000948| 0219868 0,327680| 0520083
0.446564| 0010400 0,000139] 0219554 0,323742( 0493147
0438134 0009076 0,000104] 0219572 0,323739( 0476622
0,423202| 0007527 0,000096| 0219582| 0,323736| 0442385
0,402351| 0,006270 0,000078| 0.112678[ 0,309455[ 0414898
0,374295| 0005249 0,000073| 0112661] 0.309449] 0385294

-
Sle|e|~|o|w|a|w|n]|2|l=| 8

ooo|oloOo|lo
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mappa logistica in presenza di un’isola di stabilitd come quella considerata.
Infatti, per r = 3.828 ed r = 3.8575, che si situano subito prima l'inizio e
subito dopo la fine dell’isola di stabilita, la S, e la mutua informazione non
evidenziano chiari segni di struttura, anche se, dall’analisi comparata con
i dati relativi alle altre condizioni simulate (r che va da 3.82847 a 3.8565)
si potrebbe forse gid intravvedere un accenno del comportamento che invece
caratterizzera gli altri valori di . D’altronde, osservando la figura 9.3, si puo
osservare come, in corrispondenza di tali valori di r, i punti sul grafico non
si distribuiscano in maniera uniforme, ma si rilevino delle zone piu dense
(le zone piu scure), dove i punti si addensano con maggiore frequenza e,
quindi, con maggiore probabilita, caratterizzando cosi in qualche modo il
comportamento della mappa logistica.

I livelli di autocorrelazione osservati non risultano, in ogni caso, par-
ticolarmente elevati (sempre < 0.15), se si esclude lo 0.26 per r = 3.828
rilevato in corrispondenza del lag 1, e comunque sempre notevolmente pit
bassi rispetto a quelli riscontrati in corrispondenza degli altri valori di r.

La ApEn attribuisce a r = 3.828 ed r = 3.8575, ed indipendentemente
dai valori di m considerati, il grado di disordine piu elevato fra i gruppi
di simulazioni considerati, classificando inoltre la condizione r = 3.828 come
maggiormente “random” rispetto a r = 3.8575, risultato non in contrasto con
i dati forniti dalla S, e dalla mutua informazione. Continuando nell’analisi,
la S, e la mutua informazione mostrano lo stesso comportamento per r =
3.82847 e r = 3.844568, identificando per entrambi i livelli una struttura
quasi perfettamente periodica di periodo 3. Infatti, in corrispondenza dei lag
3, 6 e 9 osserviamo valori della mutua informazione e della S, pari a circa
0.96 e 0.92 per r = 3.82847 e di 0.9998 e 0.9994 per r = 3.844568, valori assai
prossimi (per r = 3.844568 praticamente coincidenti) con quelli di massima
autocorrelazione. Anche i valori riferiti ai rimanenti lag mostrano livelli di
dipendenza relativamente elevati, (intorno a 0.26) e, soprattutto, costanti.

I risultati di cui sopra trovano conferma anche nella ApEn, il cui valore
si azzera completamente gid a partire da m = 2 per r = 3.844568, mentre
assume un valore pari a 0.022 per r = 3.82847.

Nel passaggio da r = 3.844568 a r = 3.844569, la S, e la mutua infor-
magzione mettono invece in risalto un sostanziale mutamento nel comporta-
mento della mappa logistica dicotomizzata. Si passa infatti da una perfetta
regolarita di periodo 3 ad un’altrettanto quasi perfetta regolarita di perio-
do 6 (lag 6, mutua informazione = 0.9995 ed S, = 0.998) accompagnata
da un livello di autocorrelazione molto basso e, soprattutto, costante rileva-
to in corrispondenza di tutti gli altri lag (mutua informazione = 0.082 ed
S, =0.049).

Con r = 3.82847, 3.844568 e 3.8844569 abbiamo esplorato la parte iniziale
e pitt semplice dell’isola di periodicita, caratterizzata, come si pud ben vedere
in figura 9.3, prima da 3 e poi da 6 biforcazioni. Con r = 3.85 ed r = 3.8565,
che si situano, rispettivamente, in una zona dove le biforcazioni iniziano ad
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aumentare sensibilmente ed in prossimita della fine dell’isola di stabilita, si
vuole invece analizzare la seconda e pit complessa parte dell’isola stessa.

Per r = 3.85 si osserva chiaramente una forma di struttura ben defini-
ta, con un valore massimo (mutua informazione ed S, pari rispettivamente
a 0.506 e 0.341) abbastanza elevato in corrispondenza del lag 6, due valori
ancora significativamente elevati, uguali e simmetrici rispetto al valore mas-
simo (lag 9 e 3) e valori molto bassi e costanti per i rimanenti lag (mutua
informazione = 0.091 ed S, = 0.049). Tali risultati non sono in contrasto
con quelli forniti dalla ApEn che mostra, per m = 1, un livello di disor-
dine molto elevato e pari a 0.9022, valore che si riduce a 0.6169 per m = 2
per scendere a circa 0.22 per m da 3 a 8 evidenziando cosl una regolarita
di livello superiore abbastanza elevata e che trova conferma nella perfetta e
prolungata coincidenza del valore 0.22.

Per r = 3.8565, infine, si osserva ancora un comportamento che non
pud che definirsi regolare: in corrispondenza dei lag 3, 6 e 9 si osservano
infatti valori abbastanza simili, ancorché non uguali (mutua informazione
pari rispettivamente a 0.315, 0.334 e 0.329) ed indicanti un livello significativo
di autocorrelazione, mentre per i restanti lag si hanno valori molto piu bassi e
costanti (mutua informazione pari a circa 0.0827). Anche la ApFEn, a fronte
di un valore iniziale pari a circa 0.92, scende a 0.66 in corrispondenza di m =
2 per stabilizzarsi su 0.328 per livelli di m che vanno da 3 a 8, indicando con
ci6 una sicura regolaritd di comportamento, anche se leggermente inferiore
rispetto al livello di r precedente.

A titolo di conferma dei risultati ottenuti, si & analizzato il comporta-
mento degli stessi indicatori applicandoli ad un’altra isola di stabilita (vedi
figura 9.4), i cui comportamento ¢ sintetizzato nella tabella 9.6.

Dai risultati ottenuti si pud vedere come, per valori di r esterni all’isola
di stabilita (r = 3.73 ed r = 3.75), sia la mutua informazione che la S,
non mostrino un comportamento tale da far pensare ad una qualche forma
di regolarita. Essi inoltre assumono valori generalmente abbastanza bassi ed
indicanti una scarsa o scarsissima autocorrelazione. Analogamente, la ApEn
presenta valori abbastanza alti (rispettivamente 0.68 e 0.69 per m = 1 ed
ancora 0.58 e 0.59 per m = 5) ed abbastanza prossimi fra loro per tutti i
livelli di m, indicando in questo un grado di disordine relativamente elevato.

Per r = 3.741, valore situato nella porzione iniziale dell’isola di stabilita,
osserviamo un comportamento chiaramente regolare e periodico di periodo
5. In corrispondenza dei lag 5 e 10, infatti, la mutua informazione assume un
valore pari a circa 0.99 (0.977 per la S,) e quindi praticamente coincidente a
quello di autocorrelazione massima. Si osservano inoltre valori praticamente
costanti ed abbastanza elevati che si ripetono ad intervalli regolari (lag 1, 4,
6 e 9, mutua informazione pari a circa 0.43) e valori altrettanto costanti ma
molto piu bassi che si ripetono anch’essi in modo regolare (rimanenti lag 2,
3, 7 ed 8, mutua informazione pari a circa 0.02). La ApEn, invece, parte da
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Tabella 9.6: Valori della S,, della mutua informazione e della ApEn relativi all’isola di
stabilita » = 3.738 - r = 3.745.

% diuno

Valoridir
3.73 3.4 3.742 3.743 375
0.766280| 0.600664| 0.699753| 0663750 0.719803

Sp normalizzato

Valoridir
373 3.4 3.742 3743 3056
1 1 1 1 1
0.146516| 0,395296| 0,.221452| 0,273474| 0196685
0.019771] 0.012317) 0.001173| 0.005043] 0.019752
0.146513| 0.012131) 0,001119| 0,004999| 0.020731
0.006219| 0389387 0,218148| 0,271268| 0,005790
0.0009945] 0,976710| 0.135747| 0271685 0027348
0,001314| 0,390468| 0,218728| 0,271634| 0,0168186
0,002006] 0,012215) 0,001153| 0,005018] 0,010936
0.001458| 0,012246) 0,001131| 0,005028] 0.006500
0.000919] 0390197 0.2168499| 0271409 0001070
0.002832] 0976751 0.977372| 0.414762| 0008537

-
=]

11 F=21 1 =21 PR IS O P ey P

-
=

Mutua Informazione normalizzata

Valoridir
3.73 3N 3.742 3.743 375
1 1 1 1 1
0,133576) 0430673 0.217627| 0,279586| 0,189306
0,032325) 0,020649) 0,001930( 0,008392| 0,032593
0,133570] 0.020337| 0.001842| 0,008319| 0,031820
0,010102] 0428068| 0,216289( 0278658 0.,009133
0,001565] 0989997 0.218341| 0.415534| 0045107
0.002108] 0428670| 0,216567| 0278851 0,025907
0.,003239] 0020478) 0,001896( 0,008350| 0,018025
0.002256] 0020531] 0,001861| 0008366 0.010253
0.001443] 0428755] 0216551 0278808 0.001712
0.004349] 0990047 0.,991363| 0597201 0014061

-
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ApEn

Valoridir
3.73 3.7 3.742 3.743 3.75
0,764743| 0971503) 0,882471| 0,922079] 0855942
0.6680010] 0A553088| 0690223 0664333 0694255
0,673262| 0406308) 0676168| 0 643996| 0692259
0.,592979| 0404317 0676175 0,636222| 0681720
0581688 0007899 0402522| 0362877 0639562
0.579520( 0,004058) 0,007646| 0,138242| 0585134
0.573418| 0,003606| 0,006967| 0,137787| 0576556
0.567855| 0.002386| 0.005854| 0.137146] 0549054
0.561195| 0.001362| 0.005166| 0,136817| 0538004
0.551617] 0,001088) 0,004636] 0,136516] 0514425
0.528902] 0.000860) 0,001451] 0,135523] 0481044
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Figura 9.4: Isola di stabilita r = 3.738 - r = 3.745.

0.553, scende a poco pitt di 0.4 in corrispondenza di m = 2 ed m = 3 e si
attesta su un valore molto prossimo a zero per tutti i successivi livelli di m.

Per r = 3.742, valore che si trova in corrispondenza di un numero di
biforcazioni relativamente pii elevato, si nota un comportamento simile alla
condizione precedente. Anche in questo caso, infatti, i valori della mutua
informazione e della S, lasciano chiaramente intravvedere una sottostante
struttura periodica anche se, questa volta, di periodo 10 (lag 10, mutua
informazione = 0.991, S, = 0.977). Si ha inoltre la ripetizione, ad intervalli
regolari (gli stessi del caso precedente), di valori costanti e relativamente e-
levati (mutua informazione pari a circa 0.217 in corrispondenza dei lag 1, 4,
6, 9 e, in questo caso, anche del lag 5) alternati a valori altrettanto costanti
ma decisamente pili bassi e molti prossimi alla condizione di indipendenza
(lag 2, 3, 7, ed 8, mutua informazione pari a circa 0.0019). La ApEn parte,
in questo caso, da 0.69, si mantiene su valori intorno a 0.676 per m = 2 ed
m = 3, cala a 0.403 per m = 3 e poi praticamente si azzera a partire da
m = b.

La condizione r = 3.742 presenta quindi anch’essa una struttura ben
identificabile ma di periodo piu lungo e leggermente meno regolare rispetto
a quella osservabile per r = 3.741.

In corrispondenza di r = 3.743, infine, pur senza individuare un compor-
tamento perfettamente periodico, si pud ancora osservare una struttura ben
definita caratterizzata, anche questa volta, da valori costanti e relativamente
elevati che si ripetono ad intervalli regolari con lo stesso disegno di massima
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dei due casi precendeti (lag 1, 4, 6 e 9, valori della mutua informazione pari
a circa 0.279) alternati a valori altrettanto costanti ma decisamente pit bassi
e tendenti a zero (lag 2, 3, 7 ed 8, mutua informazione pari a circa 0.0083).
Si osservano poi due valori decisamente piu elevati (mutua informazione pari
a 0.416 e 0.597) in corrispondenza dei lag 5 e 10, lag che caratterizzavano
il periodo delle due condizioni precedenti. In questo caso la ApFEn parte da
0.66, scende a circa 0.64 per m = 2 ed m = 3, a 0.362 per m = 4 per poi
stabilizzarsi su un valore prossimo a 0.13 per i successivi livelli di m, lascian-
do intravvedere anch’essa un comportamento regolare anche se di intensita
inferiore rispetto ai due casi precedenti.

Ricollegandoci ai dati pit generali riportati nelle tabelle 9.1, 9.3 € 9.4, si
puo quindi affermare che la S,, la mutua informazione e, in misura minore,
la ApEn, appaiono in grado di descrivere il comportamento della mappa
logistica dicotomizzata in relazione al livello di dipendenza e di regolarita
che essa esprime. Tali indicatori evidenziano infatti un aumento del livello di
irregolarita all’aumentare di r riuscendo inoltre a caratterizzare con chiarezza
le isole di stabilita, mettendo in luce una qualche regolarita di struttura anche
nei tratti in cui le biforcazioni sono pitt numerose e il sistema, di conseguenza,
pit confuso.
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caPITOLO 10

Considerazioni finali

Come si ¢ potuto vedere nel corso di questa esposizione, la S,, la mutua
informazione, I’entropia congiunta e la ApEn sono indicatori utilizzabili per
lo studio del livello di autocorrelazione e di regolarita di una serie, mentre la
distanza di Kullback Leibner, o entropia relativa, non ¢ risultata di nessuna
utilitd in quanto, per costruzione, essa tende ad assumere sempre valori pari
a zero quando le serie poste a confronto sono caratterizzate, come in questo
caso, dalla medesima distribuzione di probabilita.

Si & visto inoltre come la mutua informazione e ’entropia congiunta, nella
loro forma normalizzata, corrispondano ad una stessa misura. Tuttavia la
mutua informazione presenta varianza minore e quindi, a paritd di altre
condizioni, & sicuramente da preferirsi.

Si & potuto osservare, poi, come la mutua informazione e la S, abbiano un
comportamento molto simile, differendo sostanzialmente solo per un fattore
di scala. La mutua informazione tende perd ad assumere valori piu alti, in
particolar modo in corrispondenza dei livelli di irregolarita pit elevati e tende
a zero in maniera pill graduale rispetto alla S,. Cio ci consente di graduare
maggiormente il comportamento delle serie pit irregolari. La S, presenta
invece, in genere, livelli di varianza leggermente inferiori. Comunque, ai fini
pratici, i due indicatori appaiono sostanzialmente equivalenti per cui, se del
caso, il ricercatore potra utilizzare quello a lui piu familiare.

Si ¢ visto poi che, in genere, i risultati ottenuti con la S, e con la mu-
tua informazione concordano con quelli forniti dalla ApFEn, e non potrebbe
essere altrimenti in quanto orientati, in linea di massima, alla misura di un
medesimo fenomeno.
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Dai risultati ottenuti appare chiaro, tuttavia, come né la S,, né la mutua
informazione né, tanto meno, la ApEn possano essere considerati indicatori
universali in quanto essi non sono in grado di fornire indicazioni utili ed
univoche in tutte le possibili situazioni. Essi dovrebbero essere pertanto
utilizzati con molta prudenza e valutandone sempre limiti e caratteristiche.

La S, e la mutua informazione sono sicuramente pit indicati quali indica-
tori di indipendenza e di correlazione, ma possono fornire utili informazioni
anche nei riguardi dell’eventuale presenza di una qualche forma di struttura.
La ApEn, invece, & sostanzialmente un indicatore del livello di disordine e
misura l'autocorrelazione solo indirettamente, tramite il livello di regolarita
della serie e le modalita con cui un determinato disegno, o pattern, si ripete
nella sequenza dei dati.

Tutti e tre gli indicatori sono in grado di identificare con precisione strut-
ture periodiche o quasi periodiche purche il numero di lag per la S, e la mutua
informazione, o la dimensione del parametro m per la ApEn, siano sufficien-
temente elevati. Questa € una caratteristica peculiare di tali indicatori, oltre
che uno dei loro limiti principali. Un’eventuale periodicita viene infatti ri-
levata solo in corrispondenza di valori del lag o di m multipli del periodo
della serie. Per la ApEn questo risultato si pud avere anche in prossimita
di tale multiplo ed é caratterizzato dalla persistenza a zero dell’indicatore
per tutti i livelli di m successivi. Tuttavia, mentre per la S, e per la mutua
informazione la relazione fra il numero di lag considerati e la lunghezza della
serie necessaria al fine di ottenere stime attendibili ¢ lineare, per la ApEn
tale relazione & di tipo esponenziale. Cio comporta che, in presenza di serie
di lunghezza limitata, ad esempio composte da qualche migliaio di elementi,
i valori di m che possono essere considerati senza tema di incorrere in stime
completamente fuorvianti, si riducono ai primi due, al massimo ai primi tre.
Tale limite ovviamente non esiste per la S, e la mutua informazione.

Cio non di meno, potrebbe essere comunque utile considerare un numero
maggiore di m (nel presente studio si & considerato 1 < m < 10). Questo
perché un’eventuale regolaritd di comportamento dei valori della ApFEn al
variare di m (ad esempio la persistenza di uno stesso valore o di blocchi di
valori uguali), puo darci informazioni riguardo all’eventuale struttura della
serie, ancorché non perfettamente periodica oppure di periodo elevato.

Ovviamente solo un valore della S, e della mutua informazione norma-
lizzata prossimo ad uno, oppure della ApEn prossimo a zero sono sinonimi di
perfetta regolarita e massima autocorrelazione. Tuttavia la mancanza di un
tale riscontro non pud e non deve escludere, se del caso, la ricerca di forme
di struttura diverse, piti complesse o di periodo pitt lungo.

Si e visto poi come gli indicatori in questione, soprattutto la S, e la
mutua informazione, siano particolarmente efficaci nell’analisi della serie lo-
gistica dicotomizzata (vedi capitolo 9). Non appare invece particolarmente
soddisfacente la caratterizzazione di serie periodiche in funzione del grado di
rumore indotto (vedi capitolo 5).
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Gli indicatori analizzati, infine, non sono assolutamente adatti a fornire
indicazioni riguardo la complessita delle serie studiate. Uno stesso livello
della S, della mutua informazione o della ApEn puo riferirsi, infatti, a serie
anche molto diverse fra loro dal punto di vista della complessita algoritmica.

Pita che per misure assolute, gli indicatori studiati, ed in particolare la
ApEn, parrebbero maggiormente indicati, pur con tutte le cautele del caso,
nella caratterizzazioni di serie diverse ma afferenti ad uno stesso fenomeno,
variabile nel tempo o nello spazio. Sarebbe inoltre opportuno, per quanto
possibile, procedere sempre al calcolo congiunto della mutua informazione (o
della S,) e della ApEn, unitamente ad altri indicatori piu specificatamente
legati alla materia oggetto di studio, in modo da avere una conferma dei
risultati ottenuti ed un aiuto nell’interpretazione degli stessi, cosa il pii delle
volte tutt’altro che banale.

Un’attenzione particolare andrebbe poi prestata in tutte quelle situazioni
in cui si debbano confrontare fra loro numeri molto piccoli che, se pur presen-
tando differenze a volte anche di un ordine di grandezza, risultano comunque
molto prossimi allo zero e di intensita assolutamente marginale rispetto all’in-
tervallo di variazione, [0, 1], degli indicatori considerati. In tali situazioni,
quand’anche il confronto dovesse risultare statisticamente significativo, ad
una meccanica applicazione di tecniche dovra preferirsi un approccio critico
che tenga conto, volta per volta, delle caratteristiche del fenomeno trattato
e delle relative condizioni al contorno.
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Parte 111

Analisi della correlazione e del
livello di disordine fra serie
binarie
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cAPITOLO 11

Introduzione

Scopo di questa terza parte della tesi & quello di effettuare alcuni esperimenti
con gli indicatori precedentemente considerati, ovvero con:

e la misura di Granger, Maasoumi e Racine, indicata come S;
e la mutua informazione;
e l'entropia relativa, anche detta distanza di Kullback Leibler;

e l'entropia approssimata fra serie diverse, anche detta cross Approxi-
mated Entropy ed indicata con cross-ApEn;

al fine di studiare la correlazione ed il livello di irregolarita riscontrabile fra
serie binarie diverse fra loro ed appositamente create allo scopo.

In particolare, in analogia a quanto gia sperimentato nel precedente capi-
tolo 5, sono stati generati, in maniera del tutto indipendente 'uno dall’altro,
due gruppi di serie perfettamente periodiche a cui sono stati successivamente
applicati diversi livelli di perturbazione casuale. In particolare ed in maniera
indipendente per i due gruppi, sono stati di volta in volta sostituiti il 25%,
50%, 75% e 100% degli elementi delle serie originarie con uno qualsiasi dei due
simboli “0” oppure “1” estratti in maniera casuale in base ad una probabilita
data.

L’esperimento & quindi consistito nel confrontare le serie del primo grup-
po, dette serie di confronto e caratterizzate, di volta in volta, da un deter-
minato livello di perturbazione, con le serie del secondo gruppo, dette serie
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obiettivo, a cui saranno successivamente applicati tutti i livelli di pertur-
bazione a partire dalla condizione di perfetta regolarita (livello di pertur-
bazione uguale a zero) fino a quella di massima casualita (livello di per-
turbazione pari al 100%). Operando in questo modo si sono ottenuti ven-
ticinque diversi gruppi di confronti fra loro indipendenti (cinque livelli di
perturbazione per le serie di confronto associati ai cinque livelli di pertur-
bazione previsti per le serie obiettivo). Unicamente per una questione di
semplicita, si & convenuto di confrontare la prima serie del primo gruppo con
la prima serie del secondo gruppo e cosi via fino al completo svuotamento
dei due gruppi (figura 11.1).

Serie perfettamente periodiche

di periodo 2 e pattern “01”
Serie di Perturbo le serie in maniera
' indipendente una dall’altra Serie obiettivov
confronto u

Numero dei casi per ciascun gruppoe = 1000

opj0pur
auorzeqanyaad 1p ofaAry

Livello di perturbazione
indotto

Figura 11.1: Confronto fra serie perfettamente periodiche a cui sono stati applicati vari
livelli di perturbazione.

Ogni gruppo era costituito da 1000 serie (casi) generate dal calcolatore in
maniera indipendente 'una dall’altra. A differenza di quanto stabilito per gli
esperimenti realizzati in precedenza, si ¢ qui convenuto di ridurre il numero
dei casi da 5000 a 1000, in modo da velocizzare le operazioni di calcolo e di
simulazione senza per questo causare sostanziali ripercussioni sulla stabilita
e sulla conseguente affidabilita dei risultati.

Ogni serie era infine composta, come per lo studio dell’autocorrelazione,
da 1000 elementi.

Per ogni singolo confronto fra una serie del primo gruppo con una serie
del secondo gruppo sono stati calcolati gli indicatori precedentemente citati,
ottenendone cosi la distribuzione empirica, e poi ne é stata fatta la media
per ottenere, per ciascuno dei venticinque gruppi di confronto, anche dei
valori che potessero esprimere ’andamento atteso del fenomeno. Oltre al
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valor medio sono stati calcolati, a partire dalle distribuzioni empiriche cosi
ottenute, anche la varianza ed i valori corrispondenti ai percentili 0.25 e 99.75
in modo da ottenere, per la media, intervalli di confidenza al 95%.

Diversamente da quanto effettuato per lo studio dell’autocorrelazione,
dove si confrontavano unicamente serie fra loro uguali, la cross-ApEn, che
é stata in questo caso utilizzata in luogo della ApEn, é stata calcolata solo
per i livelli di m da 1 a 3, come per altro suggerito in letteratura, in modo
da limitare i problemi di distorsione e di interpretazione dei risultati.
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CAPITOLO 12

Analisi di serie perfettamente
periodiche affette da rumore.

Per cominciare, si sono considerati due gruppi di serie caratterizzate da una
medesima condizione iniziale, ovvero serie perfettamente periodiche di pe-
riodo due e pattern “01”7, e da un processo perturbativo caratterizzato da
una probabilitd di inserire, indifferentemente, uno zero oppure un uno in
una qualsiasi posizione delle serie pari a 0.5. Sia nella condizione iniziale di
perfetta periodicitd che in corrispondenza dei vari livelli di perturbazione,
i due gruppi di serie erano quindi sempre caratterizzati da una frequen-
za media di 0 e di 1 pari all’incirca a 0.5. In ragione di cid ci si poteva
ragionevolmente aspettare valori della Sp, della mutua informazione, della
distanza di Kullback Leibler e della cross-ApEn simmetrici rispetto ai livelli
di perturbazione indotti. Cio significa, ad esempio, che se si indica con uss
una serie del primo gruppo (serie di confrontop) perturbata al 25% e con vzs
una serie del secondo gruppo (serie obiettivo) perturbata al 75%, in media
ci si poteva aspettare che Sp(uas;v7s) ~ Sp(urs;ves) e cosi via. Inoltre, la
distanza di Kullback Leibler si poteva supporre molto prossima a zero. Infat-
ti, avendosi distribuzioni di probilitd marginali medie uguali nei due gruppi
posti a confronto, la “distanza” fra le stesse, in media, sarebbe stata nulla e
la misura. pertanto, avrebbe dovuto tendere a zero.
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12.1 Risultati dell’esperimento

12.1.1 Entropia di Granger, Maasoumi e Racine

Nella tabella 12.1 si puo osservare come, concordemente alle aspettative, i
valori della Sp risultino simmetrici rispetto alla diagonale principale e come
essi diminuiscano all’aumentare del livello di randomizzazione delle due se-
rie, ovvero man mano che ci si sposta verso il basso e verso destra nella
tabella. Come ci si poteva aspettare, I'ultima riga e l'ultima colonna della
tabella presentano valori della S, praticamente coincidenti fra loro e co-
munque molto prossimi a zero, ovvero alla condizione di massima indipen-
denza. Cio in accordo al fatto che almeno una delle due serie, pur con-
servando la distribuzione marginale di partenza, &€ di tipo completamente
casuale. Si puo inoltre rilevare come anche il valore della S, relativo a
serie entrambe perturbate al 75% non si discosti significativamente dalla
condizione di indipendenza.

Tabella 12.1: Valori della S, e relativi intervalli di confidenza al 95% riferiti a due serie
di periodo 2 in funzione di diversi valori di randomizzazione caratterizzati da p = ¢ = 0.5.

Serie sottostanti di periodo due e pattern 01 Lunghezza delle serie: 1000 Numero di casi: 1000
Livelo di perturbazione serie di confronto
0% 25% 50% 7% 100%

=z 5 = =
— 1 0, 41 0000034
2| 0% 1 Y | 0304037 M o117045 0.028178 0,000880 oo
2 1 1 0,137258 0,002687
e 0234 0, 61 0,000048
21 250 | 0303297 0,152228 0.064227 7%l 5 016203 0001004 =

L] 8 0 00 0,003100)
H _ 4 ! 0,000045
s| s0% |o117124 0,064137 % 0.028166 0,007967 0,001087 U
F 2 0,003443
£ 7% |o0.02796 0.016170 0.007897 = 0002932 % o oo1223 %00
H 65 0 o 5 0.003745]
| 1000 |o.000810 0,001032 0.001139 0001260 "™l g op1ogp  BOCE
= 0,002038 0003952 0,004157

12.1.2 Mutua informazione

La mutua informazione (tabella 12.2) presenta un comportamento sostanzial-
mente analogo a quello della S,. In questo caso, pero, il valore relativo a
serie entrambe perturbate al 75%, pur se estremamente basso, risulta signi-
ficativamente diverso dai valori dell’ultima riga e dell’ultima colonna a ripro-
va, ancora una volta, della maggiore “sensibilita” della mutua informazione
rispetto alla S),.
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Tabella 12.2: Valori della mutua informazione e relativi intervalli di confidenza al 95%
riferiti a due serie di periodo 2 in funzione di diversi valori di randomizzazione caratterizzati
dap=qg=0.5.

Serie sottostanti di periodo due e pattern 01 Lunghezza delle serie: 1000 Numero di casi: 1000
Livello di perturbazione serie di confronto
0% 25% 50% 75% 100%

¥ ; g z
= 1 0, 00000
S 0% 1 -~ | 04s7926 10180194 0000749 -
2 1 1 63| 0002778
-]

0 2 4 0,000003
21 25% 0456816 0242834 1 0.105210 7| 0.000735 DC
g 0, 161465 0.0 o Cj[}Cﬁ‘
2| s00 |o1ss197 U] 0105085 0046033 7 0000668
3 0220780 0,064 0.0 0,002427
5 0,030239) 0,004 1 0,00014 0,000003
E 5% | 0046150 10026103 0012128 0003539 10000749

0063285 0,02191 0,00906 0,002583
T 0.000003 2 0,000003 0,000003 0,000003
T 100% |ooo0se8 7 0.000664 0000698 | 0.000678 | 0.000674
S 0002775 0 0,002714 0002641 0,002413

12.1.3 Entropia relativa o distanza di Kullback Leibler

Si & considerata una sola distanza di Kullback Leibler (serie di confronto
verso serie obiettivo) in quanto, trattando nel caso specifico serie aventi di-
stribuzione marginale simmetrica del tipo p = ¢ = 0.5, entrambe le distanze
D.y e D, risultano uguali per definizione.

Nella tabella 12.3 si pud notare come i valori della distanza di Kullback
Leibler siano tutti molto bassi e sostanzialmente uguali. Le differenze os-
servate non risultano essere in questo caso statisticamente significative, ma
imputabili alle fluttuazioni casuali che si possono riscontrare nelle frequen-
ze di zeri e di uno caratterizzanti ciascuna serie perturbata. E’ quindi ra-
gionevole ipotizzare che tali differenze, cosi come i valori dell’indicatore, pos-
sano ridursi ulteriormente aumentando la lunghezza delle serie, visto che cid
dovrebbe portare ad una diminuzione dell’intensita media delle fluttuazioni
della frequenza di zeri e di uno attorno al loro valore atteso.

In ogni caso, appurato che i valori osservati attestano tutti una “distanza”
media fra le serie considerate sostanzialmente nulla, si pud osservare come
la distanza di Kullback Leibler vada aumentando al crescere del livello di
randomizzazione. Cid é imputabile al fatto che, al crescere del livello di
perturbazione indotta, aumenta di pari passo anche il “peso” degli elementi
perturbati sul totale e, di conseguenza, la probabilitd di avere distribuzioni
marginali maggiormente variabili. Poiché il limite inferiore della distanza
di Kullback Leibler & fisso e pari a zero, tale maggiore variabilitd non pud
che tradursi in una “distanza” media maggiore, anche se, comunque, sempre
molto bassa.
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Tabella 12.3: Valori della distanza di Kullback Leibler e relativi intervalli di confidenza,
al 95% riferiti a due serie di periodo 2 in funzione di diversi valori di randomizzazione
caratterizzati da p = ¢ = 0.5.

Serie sottostanti di periodo due e pattern 01 Lunghezza delle serie: 1000 Numero di casi: 1000

Livello di perturbazione serie N, uno

0% 25% 50% 75% 100%
E 0% 0 0.000321 0.000534 0.000683 0.000738
2 : 3
% 25% 0.000316 | 0.000626 0.000873 0.000981 0.000962
o
= 03
2 50% 0.000546 | 0,000834 0.001075 0001215 0,001169
k]
E T5% 0.000617 0.001052 0.001173 0.001410 0.001317
5
é 100% | 0.000722 0.001080 0.001226 | 0.001452 0.001510

12.1.4 Cross Approximate Entropy e cross Sample Approximate
Entropy

Nel precedente capitolo 3.5 abbiamo visto che la cross-ApEn, cosi come
la ApEn, misura il logaritmo della frequenza con cui blocchi (pattern) di
lunghezza m che sono “vicini” fra loro rimangano “vicini” anche se si aumen-
ta di un elemento la dimensione di tali blocchi. L’unica differenza risiede nel
fatto che con la ApEn si confronta sempre una medesima, serie con se stes-
sa, mentre con la cross-ApEn si confrontano due serie non necessariamente
uguali fra loro.

Da ci6 ne discende che, nel caso della ApEn, il logaritmo della frequenza
con cui blocchi (pattern) di lunghezza m (o m+ 1) risultano fra loro “vicini”,
OVVero:

numero di j < N —m + 1 tali che d(z;,z;) <r

log Cj" (1) = log O ——

)

¢ sempre definito, in quanto il numeratore di un generico C!"(r) assume
sempre almeno il valore uno (confronto del pattern con se stesso). Que-
sta condizione, invece, non si realizza necessariamente nella cross-ApEn.
Se un determinato pattern di indice 7 della serie di confronto non trova
alcun riscontro nella serie obiettivo, la quantita C]"(r) assumera valore zero.
Conseguentemente il suo logaritmo risultera non definito e la cross-ApEn non
calcolabile. Cio & proprio quello che si € verificato nel corso dell’esperimento.
Infatti, in molti casi caratterizzati da m > 1 e livelli di randomizzazione
diversi da zero, la cross-ApEn é risultata non calcolabile. Per ovviare a tale
problema si & quindi convenuto di sostituire, nel corso di tutto 'esperimento,
la cross-ApEn con la cross Sample-ApEn introdotta nello stesso capitolo 3.5.
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Nella tabella 12.4, colonne bianco-azzurre, sono riportati i valori della
cross Sample-ApEn per m da 1 a 3 e per i diversi valori di randomizzazione
considerati. La colonna in giallo riporta invece i valori della cross-ApEn
calcolati in corrispondenza di una serie di confronto perfettamente periodica
e serie obiettivo variamente randomizzate (I'unico set di confronti che si ¢
riuscito a calcolare interamente per mezzo della cross-ApEn). Come si puod
ben vedere, i valori forniti dai due indicatori sono sostanzialmente coinciden-
ti. Questo si verifica, in particolare, per serie caratterizzate, come in questo
caso, da distribuzioni marginali del tipo p = ¢ = 0.5, mentre in altri contesti,
per serie di lunghezza limitata, i valori dei due indicatori possono divergere
in maniera anche abbastanza significativa. In ogni caso, a meno di ragioni
particolari, & comunque preferibile utilizzare la cross Sample-ApEn che, oltre
ad essere affetta solo in maniera marginale dal problema delle mancate co-
incidenze, presenta anche una distorsione minore rispetto alla cross-ApEn
[43].

Dai dati riportati nella tabella 12.4 si puo osservare come la cross Sample-
ApEn aumenti man mano che ci si sposta verso il basso e verso destra nella
tabella. La cross Sample-ApEn, e di conseguenza la cross-ApEn, aumen-
tano quindi correttamente al crescere del livello di randomizzazione indot-
to, di volta in volta, nella serie di confronto, nella serie obiettivo o in en-
trambe, mostrando con ci6 un comportamento tendenzialmente analogo a
quello riscontrato con la S, e con la mutua informazione.

E’ inoltre interessante osservare come, per i livelli di randomizzazione pitu
bassi, la cross Sample-ApEn diminuisca in maniera abbastanza evidente al
crescere del valore del parametro m. Diminuzione che va via via riducendosi
fino ad annullarsi del tutto in corrispondenza dei livelli di randomizzazione
piu elevati, dove si osservano, per ogni valore di m, valori della cross Sample-
ApEn prossimi a uno, condizione che, per la ApEn corrisponde a quella di
massima entropia e, quindi, di massimo disordine. La diminuzione del valore
della cross Sample-ApEn che si registra, al crescere di m, in corrispondenza
dei livelli di randomizzazione pitl bassi non & tuttavia necessariamente im-
putabile ad una maggiore regolarita di periodo piu elevato. Infatti, viste le
caratteristiche intrinseche delle serie considerate, € piil verosimile che cio sia
da ricondursi ad una stima carente delle probabilita condizionali che pattern
“vicini” per una data lunghezza m lo rimangano anche qualora si consideri
I’elemento successivo della serie, ovvero qualora si porti la lunghezza del
pattern di confronto a m + 1. Questo fatto consiglia ancora una volta di
procedere con estrema cautela nell’interpretazione dei risultati forniti dalla
cross Sample-ApEn (e dalla ApEn in generale), specie in mancanza di altre
informazioni a contorno.

Nelle tabelle 12.5, 12.6 e 12.7 é evidenziato il comportamento della cross
Sample-ApEn in corrispondenza di specifici valori di m. Dai risultati tabulati
si pud chiaramente osservare come, per ogni valore di m, il comportamento
di fondo dell’indicatore sia ovviamente sempre lo stesso. Quello che cambia
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Tabella 12.4: Valori di cross Sample-ApEn e relativi intervalli di confidenza al 95%
riferiti a due serie di periodo 2 in funzione di diversi valori di randomizzazione caratterizzati
dap=qg=0.5.

Serie sottostanti di periodo due e pattern 01

Lunghezza delle serie: 1000 Numero di casi: 1000

Livello di perturbazione serie di confronto

Cross-ApEn Sample Cross-ApEn
m 0% 0% 25% 50% 75% 100%
0 0305127 0,555601 0,827173 0,911638]
1 0 1] 0,356286 0.678867 | 0914386 1,000217 i
0f 0404522] 0,752073 1,004131 1,0505254
N 0f 0,1821 75| 0441714 0,735478 0.885226f
0% 2 0 0 0,217776 _ 0515280 _ 0.842666 - 1,003013
0 0254136 0,593663 0,960941 1133748
0,163535 0,37540]] 0,657663 0,860433
3 0 0 0,197281 0452138 ) 0,789591 | 1008004
0.233797] (,338150] 0,545353 1,1580:4 8]
0,310482 550385 0,758608) 0,808483 0.950853]
il 0,357046 | 0358076 0,604538 0.810598 0,949873 1,000133 °
0,408750 0650566 0,856071 1,000763 1053444}
- ey . 0,185353 0387474 0,622323] 0,838310 0,5934445]
2| ¥»% 2 0,219051 | 0,219281 | 0435023 | 0682394 ... 0.904896 _ | Lo01972
-%: 0,255381 0, 480555] 0,735%017 0976375 108251 6}
= 0,166061 0336873 0546367} 0,785764 0,513560)
= 3 0,197785 | 0,198350 ° 0.380535 2 0610914 0867801 i 1003642
o 0,233720] 0421485 0,676083] 0,957541 1,101343]
5 0,606201 0,762515] i 0,881710) 0,532563 _ 0.97807 5|
= 1 0.675767 | 0.678909 0.810471 0.913005 0978128 0.999805 1
=] 0,745433 0,860130f (0,54 2668 1,002384| 1023520}
=1 . 0,444330 0,623810) 0,752652 0,519165 0,963878]
5| 50% 2. 0,515930 | 0,516364 i 0,683006 0.840316 0,956926 0,999694 ]
= 0,589630 0, 747432 (1,834143) 0,553448 1033465}
£ 0,376143 05460401 0,72889]] 0,888874 0.560474]
E 3 0451183 | 0.451871 3 | 0,610316 & 0785383 | 0937157 1,000316
9 0,537059| 0650704 0,839845| 0583642 1,03047]
= 0,834685 0,858526] 0,553002 0,883757 0,952467]
2 il 0,912439 | 0912729 0950636 0977402 0994442 0,999858
E 1,004171 1001647 0,559783) 1,001334| 10067794
i J— 0.725506 0.836450] 0,52265¢) 0,9733%6 0.985160f
5% 2 0,843064 | 0.840939 0,906641 | 0956284 | 0988981 0,999760
0,966278 0975613 0,288833 1,000076 1009682
0,649650] 0,78491 0,893074} 0,563563| 0,986633
3 0,790146 | 0.790807 0,869986 0937296 0,983678 0,999752
0,950172| 085277 (,578502) 0,558411 1012451
0,511656 0950034 0577877 0,992611 0,99583 5]
1 1,001585 | 1000987 1,001478 10999511 0,999969 1000126 =~
1,00818 1.055335] 1021735 1,007786 100463 6
0,87900¢ 0933366 0,963626 0,989774 0,954440)
100% | 2 1,004683 | 1001850 1,001962 0999187 0,999940 1,000105
1,136669 1,074390) 1,02991] 1,010315 1006443
0,836561 0516424 0960383 0,587704 0,551857]
3 1006299 | 1.006812 1.003358 i 0999658 ] 0.999966 1000322 3
1,201427 1,0860%] 1,038319 1,012830 1,009215]
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sono le intensita dei valori osservati, i quali risultano mediamente piu elevati
in corrispondenza dei livelli di m pit bassi.

Per m = 1 (tabella 12.5), i valori associati ai livelli di randomizzazione
del 75% e del 100% risultano fra loro statisticamente indistinguibili, cosa che
non si verifica, in genere, per m = 2 ed m = 3 ponendosi, anche in questo
caso, problemi nell’interpretazione dei risultati e nella scelta del valore del

parametro m da utilizzare.

Tabella 12.5: Valori di cross Sample-ApEn e relativi intervalli di confidenza al 95%
riferiti a due serie di periodo 2 per m = 1 in funzione di diversi valori di randomizzazione
caratterizzati da p = ¢ = 0.5.

Serie sottostanti di periodo due e pattern 01

Lunghezza delle serie: 1000 Numero di casi: 1000

Livello di perturbazione sere di confronto
Cross-ApEn Sample Cross-ApEn

0% 0% 25% 50% 73% 100%
g 0 0
= 0% 0 0 | 0.356286 0678867 0.914386 1.000217
3
2 25% 0.357046 0,358076 1 0.604538 | 0.810598 0.945873 1.000133
o U
o
H 50% 0,675767 0,678909 | 0.810471 0.913005 | 0978128 0.999805
£ .
£ T75% 0.912439 0.912729 | 0.950636 0.977402 0,994442 0959858
g 1
; 100% 1001585 1.000987 | 1001478 0.999511 0.999969 1.000126
= 3 35 6

Tabella 12.6: Valori di cross Sample-ApEn e relativi intervalli di confidenza al 95%
riferiti a due serie di periodo 2 per m = 2 in funzione di diversi valori di randomizzazione
caratterizzati da p = ¢ = 0.5.

Serie sottostanti di periodo due e pattern 01

Lunghezza delle serie: 1000 Numero di casi: 1000

Livello di perturbazione serie di confronto
Cross-ApEn Sample Cross-ApEn

0% 0% 25% 50% 75% 100%
2 0 0
= 0% ] 0 10217776 0.842666
%
2 25% 0219051 0,219281 0435023 0,682394 0.904 8596
o
a
H S50%0 0515930 0.516364 0.683006 0.840316 0.956926 0.999694
£
£ T5% 0.843064 0.84098% 0.906641 0.956284 0.988981 0.999760
2
3| 100% 1004683 | 1.001850 1001962 1 0.999187 | 0999940 | 1.000103
- U 1 13
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Tabella 12.7: Valori di cross Sample-ApEn e relativi intervalli di confidenza al 95%
riferiti a due serie di periodo 2 per m = 3 in funzione di diversi valori di randomizzazione
caratterizzati da p = ¢ = 0.5.

Serie sottostanti di periodo due e pattern 01 Lunghezza delle serie: 1000 Numero di casi: 1000
Livello di perturbazione serie di confronto
Cross-ApEn Sample Cross- ApEn
0% 0% 25% 50% 75% 100%%

E 0 1
= 0% 0 0 | o.197281 0452138 | 0.789591
%
2 25% 0,197785 0,198350 0,380535 0,610914 | 0.867801
o 2
5 n
H 50% 0451183 | 0.451871 0.610316 0,785383 | 0937157
£ .
H TS% 0,790146 | 0.790807 0.869986 0,937296 _ 0.983678
i
; 100% 1,006299 | 1.006812 1,003358 0.999658 0.999%66 1,000322
P 9

12.2 Applicazione della cross Sample Approximate
Entropy a serie fra loro uguali

Fino ad ora abbiamo confrontato fra loro serie omogenee sia per quanto
riguarda la distribuzione marginale che il tipo di fenomeno sottostante, rap-
presentato, in questo caso, dal disegno della serie. Tali serie perdo non e-
rano uguali. Per avere un quadro completo del comportamento della cross
Sample-ApEn ¢, di conseguenza, della cross-ApFEn, & opportuno applicare la
cross Sample-ApEn anche a coppie di serie fra loro uguali ma caratterizzate,
di volta in volta, da diversi livelli di randomizzazione. Dalla definizione di
cui al capitolo 3.5 discende immediatamente che il calcolo della cross-ApEn
(cross Sample-ApEn) su due serie uguali equivale al calcolo della ApEn
(Sample-ApEn) su una delle due serie.

Il comportamento della cross Sample-ApEn, della S, e della mutua in-
formazione applicate a serie fra loro uguali é riassunto nella tabella 12.8. Dai
risultati ottenuti si puo osservare come sia la S, che la mutua informazione
assumano sempre, in questo caso, uno stesso valore, sostanzialmente pari
all’'unita, indipendentemente dal livello di randomizzazione considerato.

Tale valore, come ci si poteva aspettare, corrisponde a quello teorico di
perfetta correlazione, dato che vi & sempre un’esatta corrispondenza fra ogni
elemento delle serie poste a confonto. Il valore riscontrato risulta inoltre
diverso dai valori presenti sulle diagonali principali delle precedenti tabelle
12.1 (S,) e 12.2 (mutua informazione), dove venivano confrontate fra loro
serie generalmente diverse, anche se caratterizzate da un medesimo livello di
randomizzazione, e quindi non necessariamente correlate.

Diverso ¢ invece il discorso per la cross Sample-ApFEn, i cui valori non solo
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Tabella 12.8: Valori di S,, mutua informazione e cross Sample-ApEn e relativi intervalli
di confidenza al 95% riferiti a serie uguali di periodo 2 in funzione di diversi livelli di
randomizzazione caratterizzati da p = ¢ = 0.5.

Serie sottostanti di periodo due e pattern 01 Lunghezza delle serie: 1000 Numero di casi: 1000
Livello di perturbazione serie di confronto e serie obiettivo
0% 25% 50% 75% 100%
~ 0,398403 0,587 160 : 0,396740)
5p 1 0,999611 N 0,999292 S 0999181 0,999128 R
0998727 0.957737 2 0.557402)
Mutua informazione 1 0,999690 | 0,999436 | 0,993347 0.999305
0,99955 0.95995
=S e A 05323101 fi 0575323 0.589715
L e o Jos02116 | 0910772 0991739 | 0997158
m=1 0,665753 530905 0559430 0.559527
0,368670) 35 0560544} 0.584027
m=2 0 0.433127 0.838091 0.983356 0.994309
0494411 2 0556755 0.55825§
0321653 , 0544554} 0.575406}
m=3 0 0.377470 0.779912 0.972298 _ | 0.988775
043443 0849114 0,515 60} 0.556736|

variano al variare del valore del parametro m e del livello di randomizzazione,
ma risultano anche sostanzialmente uguali a quelli presenti sulla diagonale
principale della precedente tabella 12.4. Cio significa che la cross Sample-
ApEn, e la cross-ApEn da cui deriva, non sono in grado di evidenziare una
condizione di perfetta correlazione, ovvero di perfetta uguaglianza fra tutti
gli elementi delle due serie poste a confronto né, tanto meno, di distinguere,
a parita di livello di randomizzazione e di distribuzione marginale, fra due
serie uguali e fra due serie anche completamente diverse fra loro. La cross
Sample-ApEn e la cross-ApEn, infatti, si basano sul principio della similarita
fra pattern, ovvero su quante volte un pattern di una serie che si ritrova anche
nell’altra, indipendentemente dalla sua posizione, vi si ritrova ancora se si
aumenta la sua dimensione di un elemento. Non si ha quindi a che fare con
una sincronia di tipo temporale o posizionale, e di cid bisognerebbe essere
ben consapevoli sia al momento di scegliere tali strumenti sia al momento di
interpretarne i risultati pena, altrimenti, il rischio di finire completamente
fuori strada.
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CAPITOLO 13

Confronto fra serie perfettamente
periodiche di disegno diverso

In questo capitolo verranno poste a confronto le serie perfettamente pe-
riodiche gia studiate singolarmente nel precedente capitolo 5. Verra consi-
derato un unico caso per ogni confronto, in quanto trattasi di serie determi-
nistiche perfettamente individuate, noto il pattern e la lunghezza del periodo.
Ci si limitera poi a considerare il solo caso lag = 0, in quanto il comportamen-
to dei nostri indicatori al variare del lag € gia stato ampiamente analizzato
nei capitoli precedenti, mentre la cross Sample-ApEn verra calcolata, come
gia nel precedente capitolo 12, per valori del parametro m variabili da 1 a 3.

Gli indicatori utilizzati, inoltre, non saranno normalizzati in quanto il
nostro interesse ¢ qui focalizzato sulle differenze fra i diversi fenomeni (il
diverso disegno delle serie poste a confronto) in una determinata situazione
(perfetta periodicita ed assenza di rumore) e non tanto sul comportamento
dei diversi fenomeni in relazione a particolari stimoli esterni (ad esempio il
livello di perturbazione), come invece ¢ avvenuto nel capitolo 5.

13.1 Risultati dell’esperimento

13.1.1 Entropia di Granger, Maasoumi e Racine

Nella tabella 13.1 si puo osservare come i valori della S, relativi alla con-
dizione di perfetta correlazione (confronto fra serie uguali) posti sulla dia-
gonale principale della tabella varino al variare della distribuzione marginale
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delle serie considerate e quindi, di per sé, non forniscano un risultato univoco
ed immediatamente esplicativo di tale situazione.

Tabella 13.1: Valori della S, non normalizzata: confronto fra serie perfettamente
periodiche aventi disegno diverso.

Lunghezza delle serie: 1000

Serie di confronto
01 0011’ '000001111Y° '0000000111" | '0000000001
01" 0,292893 0 0,005064 0006118 0,030684
g 001y 0 0,292893 0 ] 0
i
< | '000001111Y 0,005064 0 0,292893 0,104963 0,030684
&
£ | 0000000111 0,006118 0 0,104963 0250021 0,048770
'0000000001" 0,030684 0 0030684 0.048770 0114562

Normalizzando I'indicatore, ovvero dividendo ogni volta i valori osservati
per il massimo ammissibile date le distribuzioni marginali delle serie con-
frontate, la S, assumerebbe valore uno ogni qualvolta la distribuzione con-
giunta esprimesse, fissate le distribuzioni marginali, una condizione di corre-
lazione pari al massimo ammissibile. Tale valore, perd, non evidenzierebbe
necessariamente una condizione di perfetta correlazione (match di ogni ele-
mento con se stesso), ma solamente il raggiungimento della massima corre-
lazione ammissibile, al limite anche molto bassa, date le condizioni a con-
torno. Cosi facendo si individuerebbero immediatamente le serie perfetta-
mente correlate ma non le si potrebbero distinguere da quelle che presentano
massima correlazione ammissibile, ma che uguali non sono. Ancora una vol-
ta, quindi, emerge in maniera chiara il fatto che un indicatore, normalizzato
0 non normalizzato, non puo essere applicato e considerato meccanicamente,
ma deve essere valutato criticamente ed in associazione a tutte le infor-
magzioni a contorno che debbano e possano essere assunte. In questo caso,
ad esempio, le distribuzioni marginali che, se uguali, indicherebbero una
condizione di perfetta correlazione, altrimenti solo la massima correlazione
ammissibile.

Appaiono invece correttemente ed immediatamente evidenziati i casi di
indipendeza (S, = 0). Si puo poi inoltre notare come i restanti valori tendano
a graduare le situazioni intermedie assegnando, correttamente, valori pitt
bassi a quei confronti le cui distribuzioni congiunte tendano maggiormente
ad una distribuzione uniforme e valori pil alti a quelle che presentano, invece,
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una predominanza di coppie di simboli uguali “00” e 11) od opposti (“10” e
“01”).

13.1.2 Mutua informazione

La mutua informazione, i cui valori sono riportati nella tabella 13.2, presenta
un comportamento del tutto analogo alla S,. L’unica differenza risiede nel-
I'intensita dei valori, per la mutua informazione tutti molto piu alti a causa
delle diverse modalita di calcolo.

Tabella 13.2: Valori della mutua informazione non normalizzata: confronto fra serie
perfettamente periodiche aventi disegno diverso.

Lunghezza delle serie: 1000

Seriedi confronto
"1’ 0011’ '0000011111" '0000000111° | '0000000001°
01 1 0 0,029049 0.,034852 0.108032

2 '00LY 0 1 0 0 0
i
<1 '0000011111" 0,029049 ] 1 0395816 0.108032
2
& | ‘ooooooo111’ 0,034852 ] 0,395816 0881291 0,1935(

'0000000001" 0,108032 ] 0,108032 0.193507 0,468996

13.1.3 Entropia relativa o distanza di Kullback Leibler

I valori delle distanze di Kullback Leibler sono riportati nelle tabelle 13.3 e
13.4. Come si puo chiaramente osservare, in generale ’entropia relativa non
¢ simmetrica. Lo é solamente nel caso di distribuzioni marginali uguali op-
pure opposte, cioé p, = ¢, € Py, = q. Poiché la distanza di Kullback Leibler
misura la “distanza” fra due distribuzioni, essa assume valore zero solo nel
caso di marginali uguali. KEssa, inoltre, una volta fissate le distribuzioni
marginali, assume sempre lo stesso valore a prescindere dalla forma della
distribuzione congiunta. Per tale motivo la distanza di Kullback Leibler non
¢ grado di caratterizzare la relazione fra due serie al di la di una generica
indicazione di “distanza” fra le distribuzioni marginali delle serie stesse, po-
tendosi uno stesso valore riferire a situazioni anche molto diverse fra loro.
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Tabella 13.3: Valori della distanza di Kullback Leibler fra serie di confronto e serie
obiettivo (Dgy): confronto fra serie perfettamente periodiche aventi disegno diverso.

Lunghezza delle serie: 1000

Serie di confronto

01’ '0011" '0000011111' | '0000000111' | '0000000001'
01’ 0 0 0 0.118709 0,531004
g 0011 0 0 0 0,118709 0.531004
;E '0000011111" 0 0 0 0.118709 0.531004
2
E '0000000111" 0,125769 0,125769 0.125769 ] 0.167817
'0000000001" 0.736966 0,736966 0,736966 0.221690 0

Tabella 13.4: Valori della distanza di Kullback Leibler fra serie obiettivo e serie di
confronto (Dyz): confronto fra serie perfettamente periodiche aventi disegno diverso.

Lunghezza delle serie: 1000

Serie obiettivo

'01' '0011 '0000011111' | '0000000111' | '0000000001'
01’ ] 0 ] 0.125769 0.736%66
-E '001Y ] 0 0 0,125769 0.736966
E '000001111Y 0 0 0 0.125769 0.736966
T
E '0000000111 0.118709 0.118709 0.118709 0 0.2216%0
0000000001 0531004 0.531004 0.531004 0.167817 0
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13.1.4 Cross Sample Approximate Entropy

Nelle tabelle 13.5, 13.6 e 13.7 sono riportati i valori della cross Sample-
ApEn per livelli del parametro m rispettivamente pari a 1, 2 e 3. Come
si pud immediatamente notare, la cross Sample-ApEn risulta simmetrica,
a meno di approssimazioni calcolatorie, per ogni valore del parametro m.

Come gia evidenziato nel capitolo 5.2.6, nel caso di serie perfettamente

Tabella 13.5: Valori della cross Sample-ApEn per m = 1: confronto fra serie
perfettamente periodiche aventi disegno diverso.

Lunghezza delle serie: 1000

m=1 Seriedi confronto
JUN '0011" '0000011111" | '0000000111 '0000000001"

"1 0 1.001433 2.324822 2.325396 2333239

_g '0011" 1.001433 0 0,999123 0.998542 0.997962
k-

= | 'oooool1ily 2324823 0,999127 0555365 0,555397 0554153
]
o

= | '0000000111' 2.325403 0,998550 0.555403 0464618 0,398756

'0000000001" 2333264 0,997961 0.554168 0,398763 0.310840

Tabella 13.6: Valori della cross Sample-ApEn per m = 2: confronto fra serie
perfettamente periodiche aventi disegno diverso.

Lunghezza delle serie: 1000

m=2 Seriedi confronto
'01’ '0011' '0000011111" | '0000000111 '0000000001"

o1 0 -—- —— -—- 0.998535

2 '0011" - 0 1,325700 1.326855 2,333832
£

< | '000001111Y° - 1.325696 0.626959 0,627343 0.562813
]
‘=

@ | '0000000111" - 1.326853 0.627334 0,484880 0432979

'0000000001" 0998547 2333850 0.562811 0,432960 0.341218

periodiche la ApEn si annulla quando il valore del parametro m é pari o
prossimo al periodo della serie. Cid & quanto si osserva anche con la cross
Sample-ApE N, per tutti e tre i valori di m considerati, confrontando fra loro
due serie di disegno “01” (periodo due) e due serie di disegno “0011” (periodo
quattro). Nel caso delle serie “0000011111”, “0000000111” e “0000000001” di
periodo 10, invece, la cross Sample-ApEn di parametro m = 1 assume valori
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Tabella 13.7: Valori della cross Sample-ApEn per m = 3: confronto fra serie
perfettamente periodiche aventi disegno diverso.

Lunghezza delle serie: 1000

m=3 Serie di confronto
"0’ '0011’ '0000011111" ' 0000000111 '0000000001"
"oy 0 -—- — -—- —
2 '0011’ -— 0 0,998547 0998547 i
3
= '000001111Y - 0.998549 0651686 0,653007 0.716386
w '000000011Y - 0.998549 0.653012 0,448513 0.508954
'0000000001" et e 0.,716379 0,2089:6 0379013

positivi e via via decrescenti pari, rispettivamente a 0.5554, 0.4646 e 0.3108
(vedi diagonale principale della tabella 13.5).

Da quanto sopra risulta evidente che la cross Sample-ApEn non & in
grado di evidenziare una condizione di perfetta correlazione (e quindi di per-
fetta sincronia temporale) quale quella che si realizza, necessariamente, nel
confronto di una serie con se stessa poiché, come si pud ben vedere, i valori
posti sulle diagonali principali delle tabelle 13.5, 13.6 e 13.7 risultano diversi
fra loro. E cid non pud essere sicuramente imputato alla mancanza di nor-
malizzazione, che i primi tre confronti riguardavano tutti serie caratterizzate
dalla medesima distribuzione marginale p = ¢ = 0.5.

Si deve inoltre rilevare come, per m = 2 ed ancora di pit per m = 3,
diversi confronti non abbiano soluzione in quanto la quantita A™(r)(v||u),
posta a numeratore nella formula per il calcolo della cross Sample-ApEn,
assume valore zero (nessun riscontro fra pattern di lunghezza m + 1 ap-
partenenti alle due serie u e v). Questo problema, gia osservato nel caso
della cross-ApEn (capitolo 12.1.4), si ripresenta adesso anche per la cross
Sample-ApEn. Bisogna comunque dire che, rispetto alla cross-ApEn, la
cross Sample-ApFEn, ne ¢ affetta in misura molto minore. In ogni caso, il
sapere che A™(r)(v|lu) = 0, il piu delle volte pud essere informativo tanto
quanto un valore numerico. Limitandoci infine a considerare il caso m = 1
(tabella 13.5), si pud vedere come, a differenza della ApEn, per la cross-
ApEn e per la cross Sample-ApEn siano possibili anche valori maggiori di
uno. Nella ApEn, infatti, il massimo valore ammissibile, che si raggiunge
nel caso di completa randomicita, & pari a log, k, con k che indica il numero
di simboli dell’alfabeto considerato (nel caso di serie binarie k = 2). Dalla
tabella 13.5, invece, si pud osservare come i valori della cross Sample-ApEn
riferiti ai confronti fra la serie di pattern “01” (periodo due) e le serie di
pattern “00000111117, “0000000111” e “0000000001” (periodo dieci) siano al-
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I’incirca pari a 2.32, un valore assai pit alto di quello, pari all’incirca ad uno,
che la stessa cross Sample-ApEn assume, in media, nel caso del confronto fra
due serie completamente casuali caratterizzate dalle medesime distribuzioni
marginali, p = ¢ = 0.5, delle serie di pattern “01”7 e “0000011111” (tabella
12.4).

13.2 Confronto fra serie indipendenti

Si vuole ora verificare se la cross Sample-ApEn sia o meno in grado di eviden-
ziare, in maniera univoca, un’eventuale condizione di indipendenza fra due
serie. A questo scopo andremo a confrontare quattro diverse coppie di serie
indipendenti caratterizzate perd sempre dalle stesse distribuizioni marginali.
In particolare:

e prima coppia: entrambe le serie sono periodiche di periodo 100 e
costruite in modo da risultare fra loro indipendenti. Infatti, il disegno
della serie di confronto & costituito da 70 zeri consecutivi seguiti da 30
uno (p, = 0.3 e g, = 0.7), mentre quello della serie obiettivo ¢ formato
da 28 zeri seguiti da 42 uno, poi da 12 zeri seguiti da 18 uno (p, = 0.6
e q = 0.4);

e seconda coppia: la serie di confronto, periodica di periodo 100, ¢ la
stessa della prima coppia, mentre la serie obiettivo & una serie com-
pletamente casuale avente distribuzione marginale p, = 0.6 e ¢, =
0.4;

e lerza coppia: la serie di confronto € una serie completamente casuale
avente distribuzione marginale p, = 0.3 e ¢, = 0.7, mentre la serie
obiettivo, periodica di periodo 100, é la stessa della prima coppia;

e quarta coppia: entrambe le serie sono completamente casuali ed aventi
distribuzione marginale, rispettivamente, p,, = 0.3, ¢, = 0.7 e p, = 0.6
e qy = 04.

Dai risultati riportati nella tabella 13.8, si rileva subito che la Sp, la
mutua informazione e le distanze di Kullback Leibler non variano al variare
del tipo di serie in ingresso poiché non variano le distribuzioni marginali che
caratterizzano le serie stesse. Inoltre, essendo tutte e quattro coppie di serie
indipendenti fra loro, tale condizione viene correttamente individuata sia
dalla S, che dalla mutua informazione, le quali assumono sempre un valore
molto prossimo a zero.

La cross Sample-ApEn assume invece valori differenti per ciascuna cop-
pia ad eccezione della seconda e della quarta, i cui valori non differiscono
fra loro in maniera significativa (o = 0.05) pur risultando significativamente
diversi dagli altri. In particolare, nel caso del confronto fra serie entrambe
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Tabella 13.8: Confronti fra serie fra loro indipendenti in funzione del tipo di serie in

ingresso.
Seriedi confrontop,=0.3, q,=0.7 Serie obiettivo p,= 0.6, q,= 0.4
Sp . I\«'Iutua Dxy Dyx Cross Sample-
informazione ApEn
Periodica q 277058
e 0] 0] 0,265143 0,277058 0,092081
w | vs Periodica g 2
E Periodica 0 0,00000 =
5 . ) 0,000124 | 0,000713 0,265292 0,277025 | 1.069765
& |vs Casuale 0,000621] 1
c
G |Cas 0 o 5
: CEI:II:’I]IE : 0,000123 ‘| 0,000710 0,265553 0,277834 | 0.896609
.2 |vs Periodica 0,000614 2
@
v |Casuale 0 00 0
i 0,000130 | 0,000749 | 0,265211 0,277212 | 1,120107
vs Casuale 00523 2 0

periodiche, ma comunque indipendenti fra loro, la cross Sample-ApEn as-
sume un valore molto basso, pari a circa 0.092, e prossimo allo zero, indice di
massima regolaritd. Negli altri tre confronti, invece, I'indicatore assume un
valore decisamente piii elevato e pari, a seconda dei casi, a circa 1.07, 0.90 e
1.12.

Da qui, ancora, i dubbi sul significato e sull’interpretazione dei risultati
della cross Sample-ApEn e della cross-ApEn.

13.3 Confronto fra serie perfettamente complemen-
tari

Per caratterizzare ulteriormente il comportamento dei nostri indicatori, si
& eseguito un ulteriore esperimento confrontando fra loro quattro gruppi di
serie perfettamente complementari (ad uno zero nella serie di confronto cor-
risponde sempre un uno nella serie obiettivo e viceversa) aventi disegno e
distribuzioni marginali diverse da gruppo a gruppo. Dai risultati ottenuti,
riassunti nella tabella 13.9, si pud notare come sia la S, che la mutua in-
formazione non normalizzate, come gid nel caso della perfetta correlazione,
assumano valori diversi in relazione alle diverse distribuzioni marginali delle
serie confrontate. Tuttavia i valori osservati coincidono con quelli relativi
alla, condizione di perfetta correlazione riportati sulla diagonale principale
delle precedenti tabelle 13.1 e 13.2 e riferiti alle serie il cui pattern & eviden-
ziato in nero nella tabella 13.9. E’ evidente, quindi, che tali indicatori, pur
individuando una condizione di regolarita fra le serie poste a confronto, non
sono in grado di distinguere fra correlazione diretta e correlazione inversa,
dato che assumono, in entrambi i casi, i medesimi valori. Per quanto riguar-
da la cross Sample-ApEn, pud avere significato un valore di 3.18, e quindi
molto elevato, relativo al confronto fra due serie che a prima vista esprimono
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Tabella 13.9: Confronto fra serie binarie perfettamente complementari.

Lunghezza delle serie: 1000

S5p Mutua Dxy Dyx cross Sample
informazione APEN

'0101010101'

Vs 0,292893 1 0 0 0
'1010101010"
'1011001100'

Vs 0,292893 1 o 1] 0,943869
'0100110011'
'0000011111"

Vs 0,292893 1 o 1] 0,555361
'1111100000'
'0000000111"

Vs 0,250021 0,881291 0,488957 0488957 0,691878
'1111111000'
'0000000001"

Vs 0,114562 0,468996 2,335940 2,535940 3,181222
'1111111110'

poca o nulla sincronia, cosi come il valore zero associato al primo confronto,
dove seppur sfalsati di un lag, gli elementi della serie di confronto si ripetono
con perfetta regolaritd nella serie obiettivo. Di piu difficile interpretazione
appaiono invece i valori relativi ai tre confronti centrali. In ogni caso, tali
risultati appaiono completamente slegati dal concetto di correlazione inversa
intesa, nel caso binario, come perfetta coincidenza di ciascun elemento con
il suo complementare.
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CAPITOLO 14

Considerazioni finali

Nel corso degli esperimenti effettuati nella terza parte della tesi, si & avuto
modo di verificare come la S, e la mutua informazione si prestino in maniera
abbastanza soddisfacente allo studio delle relazioni eventualmente esistenti
fra serie diverse. Esse presentano un comportamento ed una dinamica molto
simile e riescono ad individuare efficacemente una eventuale situazione di
indipendenza fra le serie considerate: in presenza di una tale condizione,
entrambi gli indicatori assumono, in media, un valore molto prossimo a zero.

Essi riescono inoltre a rilevare una situazione di perfetta correlazione,
anche se tale condizione pud non essere immediatamente riconoscibile. In-
fatti, i valori relativi alla condizione di perfetta correlazione (o di massima
correlazione ammissibile) variano in funzione delle distribuzioni marginali e
corrispondono ai massimi teorici assumibili dagli indicatori nelle diverse con-
dizioni. Nel caso in cui il valore rilevato corrisponda al massimo teorico e
le distribuzioni marginali siano uguali, si & in presenza di una condizione di
perfetta correlazione (serie uguali), se invece si é raggiunto il massimo teorico
ma le marginali non sono uguali, si & invece in presenza della condizione di
massima correlazione compatibilmente con le marginali date.

Nel caso si normalizzino gli indicatori rapportandoli al loro massimo,
rendendoli cosi variabili fra zero ed uno, la loro lettura ne risulterebbe certa-
mente assai semplificata, ci6 non di meno pero, per distinguere fra serie per-
fettamente correlate e serie massimamente correlate bisognerebbe comunque
analizzare le distribuzioni marginali e verificare se queste siano uguali o meno.

La S, e la mutua informazione, inoltre, non sono in grado di distinguere
fra correlazione diretta e correlazione inversa, tanto che, nel caso di perfetta
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correlazione, sia diretta che inversa, esse assumono il medesimo valore.

Si & visto poi che la distanza di Kullback Leibler non é assolutamente in
grado di qualificare le serie in base al loro grado di relazione o di struttura
al di la di una generica indicazione di “distanza” fra le loro distribuzioni
marginali. Infatti, a paritd di tali distribuzioni, essa assume sempre il
medesimo valore anche in presenza di serie di disegno diverso.

La cross Sample-ApEn e la cross-ApEn, infine, misurano una generica
sincronia fra gli elementi delle due serie poste a confronto, ovvero sintetizzano
la frequenza con cui un generico pattern di lunghezza m appartenente alla
serie di confronto e che si ritrova nella serie obiettivo, vi si ritrova ancora se
si aumenta la sua dimensione di una unita. Al di la della loro definizione, il
significato di questi indicatori non & sempre chiaro né facile da interpretare.
Intanto, a differenza della ApEn, il cui massimo assoluto, pari a uno per
le serie binarie, ¢ esplicativo della condizione di massima casualita e, in
definitiva, di indipendenza, la cross Sample-ApEn e la cross-ApEn possono
assumere anche valori maggiori di uno. Dagli esperimenti condotti si evince
poi chiaramente che, confrontando diversi tipi di serie fra loro indipendenti,
la cross Sample-ApEn pud assumere valori anche molto diversi e questo a
prescindere dalle distribuzioni marginali considerate.

La cross Sample-ApEn non é inoltre in grado di rilevare una condizione di
perfetta o massima correlazione. Si sono viste, infatti, coppie di serie perfet-
tamente correlate esprimere valori diversi di cross Sample-ApEn. Allo stesso
modo, a parita di distribuzioni marginali e di livello di perturbazione indot-
to, serie non correlate e serie perfettamente correlate potevano presentare,
in media, un medesimo valore. A maggior ragione, la cross Sample-ApEn
non ¢ in grado di rilevare un’eventuale condizione di correlazione inversa.

Per quanto sopra, appare lecito esprimere seri dubbi sul significato reale
della cross Sample-ApEn e della cross-ApEn, noncheé sulle possibili interpre-
tazioni dei loro risultati al di la di una generica indicazione di maggiore o
minore sincronia non posizionale fra gli elementi delle serie considerate. Ap-
pare quindi piu che mai necessario utilizzare questi indicatori con estrema
cautela ed avendo bene chiaro in mente che tipo di informazioni si vogliono
e si possono ottenere.
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Parte IV

Modifiche alla cross
Sample-ApEn, 'indice di
corrispondenza
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CAPITOLO 15

Introduzione

Come abbiamo visto nei capitoli precedenti, sia la cross Sample-ApEn che
la cross-ApEmn non sono in grado di:

e evidenziare una eventuale condizione di perfetta correlazione, sia essa
diretta o indiretta. A parita di distribuzioni marginali essi possono
infatti assumere i medesimi valori sia nel caso di serie fra loro incorre-
late, perché indipendenti, che nel caso di serie perfettamente correlate
perché uguali;

e rilevare in maniera non ambigua un’eventuale situazione di indipen-
denza. Tali indicatori, infatti, possono assumere valori diversi, anche a
parita di distribuzioni marginali, nel caso di coppie di serie indipendenti
ma di disegno diverso.

In questa quarta parte della tesi si cercherd pertanto di caratterizzare un
indicatore, che chiameremo “indice di corrispondenza” o I..s, in modo da col-
mare almeno in parte le lacune di cui sopra rendendo la cross Sample-ApEn
e la cross-ApFEn maggiormente informative senza per questo appesantirne o
complicarne oltre misura 1’algoritmo di calcolo.

L’indice di corrispondenza, che consiste sostanzialmente in un contatore
che tenga conto del numero di corrispondenze fra pattern di lunghezza m
aventi la stessa posizione all’interno delle serie confrontate, verra quindi uti-
lizzato per gli stessi esperimenti gia illustrati nella Parte II e IIT della tesi.
I risultati ottenuti saranno poi confrontati con quelli della S,, della mutua
informazione, della ApEn e della cross-ApEn per valutarne le prestazioni e
la reale utilita.
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CAPITOLO 10

L'indice di corrispondenza

Nel precedente capitolo 3.5.1 abbiamo visto che le quantita fondamentali
che entrano in gioco nel calcolo della cross Sample-ApEn' fra due serie
qualunque u e v sono le seguenti:
numero di j < N —m + 1 tali che d(z;,z;) <r
o BI(r)(oll) = J=Nomr @) ST ove
N-—-m+1
x; ed z; sono vettori di m elementi consecutivi tratti, rispettivamente,

dalle serie u e v;

S By (r) (v]|w)
N—-m+1

o B"(r)(v||u) =

Allo stesso modo gli autori, Richman e Moorman [43], definiscono le
quantita A7 (r)(v||u) ed A™(r)(v||u), dove pero x; ed x; sono vettori com-
posti da m+1 elementi consecutivi. B"(r)(v||u) indica quindi la probabilita
che due serie u e v abbiano in comune m elementi consecutivi, comunque
posizionati, mentre A™(r)(v||u) indica la probabilita che ne abbiano m + 1.
A partire da tali quantita essi definiscono la cross Sample-ApEn come:

o A () ol
cross Semple-ApEn = lim —log s 0

La cross Sample-ApEn pud essere quindi stimata per mezzo dalla stati-
A™(r) (v]|u)

_ _ , _ B (r)(vllu)
Ad integrazione di quanto sopra, si propone ora quanto segue:

stica cross Sample-ApEn™ (r)(v||u) = —log

1Un discorso del tutto analogo puo essere fatto anche per la cross-ApEn e la ApEn
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o M"(r)(v||u) =1 se d(x;,xz;) < r quando i = j, dove z; ed x; sono
vettori di m elementi consecutivi tratti, rispettivamente, dalle serie u
e v. M™(r)(v||u) & quindi una variabile indicatrice che puo assumere:

— valore 1 se e solo se i pattern di indice 7 tratti dalle due serie u e
v sono fra loro “vicini” (uguali a meno della quantita r),

— valore 0 altrimenti;

S M () (v][w) L

o M™(r)(v||lu) = == L . Il contatore M™(r)(v||u) indi-

(r)(vlu) 2 (r)(vlu)
ca pertanto il numero complessivo di pattern corrispondenti che risul-
tano uguali a meno della quantita r rapportati al numero totale, N —
m + 1, dei confronti fra pattern corrispondenti.

Generica sequenza di lunghezza m

Xy \ x; XN+

(W, s oo ‘-‘w | I

|

Vis V25 oooe Vins Vinsls ----ifvis T Vim.l;]---: Vil Vsl ==+ Yy Vi ‘

Figura 16.1: Modalita di calcolo dell’indice di corrispondenza: confronto fra blocchi z;
ed y;.

La quantita M™(r)(v||u), che chiameremo “indice di corrispondenza di ordine
m” o, anche, I, potra quindi assumere un valore compreso fra zero ed uno.
Assumera valore uno se e solo se tutti i pattern confrontati risulteranno
“vicini” e quindi se le due serie sono uguali fra loro a meno del fattore di
tolleranza r (condizione di perfetta correlazione). Assumera invece valore
zero se non vi & alcuna corrispondenza fra pattern aventi la stessa posizione.
Nel caso di serie binarie un valore zero indichera una condizione di perfetta
ancorché negativa correlazione in cui ogni zero € associato ad un uno e vice-
versa. In serie piil generali, ovviamente, cid indicherad solamente che ciascun
elemento non risulterd mai associato a sé stesso nella distribuzione congiunta
espressa dalla due serie considerate.

Se I, = 1 per un qualche valore di m, allora I}, non potra che assumere
valore uno per tutti i possibili valori del parametro m. Infatti cio implica
una corrispondenza uno ad uno fra tutti gli elementi delle serie considerate,
pertanto, qualunque sia la lunghezza del pattern di confronto, gruppi di m
elementi consecutivi aventi la stessa posizione all’interno delle due serie non

potranno che risultare uguali in quanto lo sono, singolarmente, gli elementi
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che li compongono. Se invece I7'; = 0 per un qualche valore m = k, allora
I'indice assumerd valore zero anche per tutti i successivi valori di m > k
in quanto, se non vi & nessuna corrispondenza fra pattern di lunghezza k,
cio significa che essi differiscono gia per almeno un elemento, e quindi non
vi potrd comunque essere corrispondenza se a tali pattern si aggiungera un

ulteriore elemento, qualunque esso sia.

16.1 Massimi e minimi dell’indice di corrisponden-
za

1 valori zero ed uno sono dei massimi assoluti raggiungibili solo in particolari
condizioni. Nello specifico, il valore uno pud essere raggiunto solo nel caso
di distribuzioni marginali fra loro uguali, mentre il valoro zero & compatibile
unicamente con distribuzioni marginali fra loro opposte. In tutti gli altri
casi, si avranno dei minimi e dei massimi relativi variabili in funzione delle
distribuzioni marginali che caratterizzano le serie confrontate.

In particolare, per m = 1 e date due serie aventi distribuzione marginale
rispettivamente P, (X =1) =p,, Puy(X =0) = que Py(X =1) =p,, (X =
0) = qu:

e il massimo relativo dell’indice di corrispondenza assumera il valore:

min(puapv) + min(Qua QU)

Da cio deriva immediatamente che, nel caso di distribuzioni marginali
uguali p, = py, = pe q, = ¢y = ¢, il massimo relativo avra forma p+q =
1 e, quindi, coinciderd con il massimo assoluto e con la condizione di
perfetta correlazione;

e analogamente, il minimo relativo si avra in corrispondenza del valore
|pu — qu| (oppure |p, — qu|, ma il risultato non cambia).

Da cio deriva immediatamente che, nel caso di distribuzioni marginali
opposte Py, = Gy € qu = Py, il minimo relativo assumerd la forma
|pu — qv| = 0, coincidendo con il minimo assoluto che, nel caso di serie
binarie, esprime la condizione di perfetta correlazione inversa.

16.2 L’indice di corrispondenza e I’'indipendenza in
distribuzione

L’indice di corrispondenza & in grado di rilevare anche un’eventuale situazione
di indipendenza fra due serie. In particolare, condizione necessaria e suffi-
ciente perché fra due serie binarie qualsiasi vi sia indipendenza, e quindi
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incorrelazione, & che si abbia:

I(}rs = PuPv + Quiv

La necessarieta deriva dal fatto che, nel caso di indipendenza, la probabi-
litd che due qualsiasi elementi corrispondenti siano uguali coincide con la
somma, delle probabilita che tali elementi risultino essere, rispettivamente,
due uno oppure due zero (non vi ¢ iterazione), ovvero:

Puv[(171) U(()?O)] = Puv(lvl) +Puv(0a0)
= P(X=1P,(X=1)+ P, (X =0)P,(X =0)
= PuDv + Quu

Nel caso in cui le due serie abbiano medesima distribuzione marginale
del tipo p = ¢ = 0.5, la condizione di cui sopra si riduce a I\, = p? + ¢* per
cui I1., =052 +0.52 = 0.25 + 0.25 = 0.5.

Per dimostare la sufficienza si pud procedere come segue. Data la tabella
16.2, riassuntiva di una generica distribuzione congiunta e delle due relative

distribuzioni marginali
Tabella 16.1:

Doy Qv
pu Pu/l)(]" ]‘) PU'U(]‘70)
qu | Puv(0,1) | Puy(0,0)

Poiché, per ipotesi & Py,(1,1) + Pyuy(0,0) = pupy + quav, la tabella 16.2 puo
essere riscritta come:

Tabella 16.2:

Doy Qv
Pu | Pulv + Quov — Puv(oa 0) Puv(la 0)
qu P, (0,1) P,,(0,0)

da cul deriva che

PuPv + Quiv — Puv( ;0) + Puv(oa 1) = Dv
Puy(0,1) + Puyy(0,0) = qy

e quindi

PuPv + quiv — Puv(0,0) + Pzw(oa 1) + Puv(07 1) + Puv(oao) =Dv+qu
PU’U(O7 1) +Puv(070) Q’u
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2P,»(0,1) = py + qu — Pubv — Quv
Puv(oa 1) + Puv(070) = qu

2P,(0,1) = pu(1 = pu) + qu(l — qu)
Puv(07 1) + Puv(oyo) = qu

Puv(oa 1) + PUU(O,O) = qu

v(oa 1) = PvQGu
U(O, 0) = qu — Pvqu

<0 {0

v(Ov 1) = Pvqu
+(0,0) = qu(1 — py) = quao

e

{ 2P,y (0,1) = puqu + Pudu

da cui, infine:
Tabella 16.3:

DPv Qv
Pu | PuDv | Pufu
Qu | QuPv | Quv

che é proprio la tabella di indipendenza ottenuta a partire dalle distribuzioni
marginali date. Analoga dimostrazione puo essere fatta anche per m = 2 ed
m = 3 e, comunque, per m > 1.

Nel resto della trattazione ci limiteremo comunque a considerare 1'indice
di corrispondenza di ordine uno ovvero I..., nel seguito indicato semplice-
mente come I...

Sotto l'ipotesi nulla di indipendenza e per un numero n di elementi co-
stituenti le serie sufficientemente elevato, 'indice di corrispondenza di or-

dine uno I, si distribuisce come una normale N [pmd, VPind(1 — Pina)/ n},
Con Pind = PuPo + quin- Infatti, sotto tale ipotesi, ogni elemento della di-
stribuzione congiunta ottenuta a partire dalle serie considerate pud essere
pensato come una realizzazione indipendente di una variabile aleatoria di
tipo bernulliano dove all’evento successo corrispondono, convenzionalmente,
le due coppie di simboli uguali (1,1) e (0,0) con probabilitd p;,q, mentre
all’evento insuccesso sono associate le due coppie di simboli diversi (1,0)
e (0,1) aventi probabilitd 1 — p;q. Poiché il numero complessivo di suc-
cessi conseguiti in n ripetizioni indipendenti di una variabile di bernoulli
di probabilitd p;,q si distribuisce secondo una variabile aleatoria binoc mi-
ale Bin(n, ping), per il terorema del limite centrale si ha che, per n — oo,

Iows ~ N [pmm VPind(1 — pind)/”}'
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Figura 16.2: Distribuzione empirica dell’indice di corrispondenza per valori attesi
dell’indice pari, rispettivamente, a 0.5 e 0.32. Serie composte da 1000 elementi.

Numero di casi: 1000 Serie di confronto: pu=0.9,q,=0.1 Serie obiettivo: py =0.1,¢4y,=0.9  Pind = 0.18
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Figura 16.3: Distribuzione empirica dell’indice di corrispondenza, valore atteso pari a
0.18, in funzione del numero di elementi delle serie (1000 e 2500 elementi).
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Numero di casi: 1000 Serie di confronto: pu=09,q,=0.1 Serie obiettivo: py = 0.1, ¢y = 0.9 Pind = 0.18
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Figura 16.4: Distribuzione empirica dell’indice di corrispondenza, valore atteso pari a
0.18, in funzione del numero di elementi delle serie (5000 e 10000 elementi).

Nella figura 16.2 sono riportati i grafici del “qgplot”? dei valori empiri-

ci dell’indice di corrispondenza calcolato su due serie aventi distribuzioni
marginali uguali fra loro e simmetriche (p = ¢ = 0.5) e su due serie aven-
ti distribuzioni marginali opposte e mediamente asimmetriche (p, = ¢, =
0.8,qu = py = 0.2). Come si puod vedere dai grafici, gia con serie di 1000
elementi ciascuna, con le marginali considerate la distribuzione empirica del-
Iindice di corrispondenza approssima in maniera abbastanza soddisfacente
la distribuzione normale.

Per serie aventi distribuzioni marginali maggiormente asimmetriche come
ad esempio p, = ¢, = 0.9, ¢, = p, = 0.1, si puo vedere (tabelle 16.4 ¢ 16.4)
che la convergenza ¢ piu lenta, ma che, comunque, gia con 5000 elementi si
ha una buona approssimazione della distribuzione normale.

16.3 L’indice di corrispondenza normalizzato

Per far si che I'indice di corrispondenza vari fra uno e meno uno ed assuma
valore zero in corrispondenza della condizione di indipendenza, & possibile
normalizzarlo in modo da ottene un indice standardizzato in senso assoluto
o in senso relativo. Nella normalizzazione assoluta, 'indice sara rapportato
al suo massimo e minimo assoluti e quindi assumera valore uno solo nel caso
di perfetta correlazione diretta e meno uno nel caso di perfetta correlazione
inversa. Esso esprimerd quindi, a partire dalla condizione di indipendenza

*Funzioni qqnorm(x) e qqline(x) di R
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assunta come origine, la percentuale di corrispondenze (dirette o inverse)
rispetto alla condizione di perfetta correlazione.

In simboli, indicando con 4. I'indice di corrispondenza di ordine uno
normalizzato in forma assoluta, si avra:

Iers—pind

se Iers — Ping > 0, allora Taers = i

se Iers — Ping = 0, allora Tgers =0

J
se Iers — pind < 0, allora Laers = CT;TZ;md

Nella normalizzazione relativa invece, I'indice sara rapportato al massimo
ed al minimo relativi associati a quella particolare coppia di distribuzioni
marginali caratterizzante le serie considerate. L’indice normalizzato in forma
relativa assumera quindi valore uno nel caso di massima correlazione diretta
ammissibile e meno uno nel caso di massima correlazione inversa ammissibile.
FEsso esprimera quindi, a partire dalla condizione di indipendenza assunta
come origine, la percentuale di corrispondenze (dirette o inverse) rispetto
alla condizione di massima correlazione ammissibile compatibilmente con le
marginali date.

In simboli, indicando con Ig..s l'indice di corrispondenza di ordine uno
normalizzato in forma relativa, si avra:

Iers—Pind
min(puy,po)+min(qu,quv) —Pind
se lers — Pind = 0, allora Igers =0

Iers —Pind
Pind—[Pu—qv]

se Ieps — Dind > 07 allora IRcrs =

s€ Icrs — Pind < 07 allora IRcrs =

Ovviamente, per calcolare 'indice normalizzato & necessario conoscere le
distribuzioni marginali delle serie considerate o, comunque, una loro stima.

Nel proseguo della trattazione, quando si fara riferimento in maniera
generica all’indice di corrispondenza normalizzato si intendera sempre quello
normalizzato in forma assoluta I 4.ps-

16.4 L’indice di corrispondenza associato a lag di-
versi da zero

1l procedimento precedentemente descritto, che ha portato alla definizione di
M!™(r)(v||u) e dellindice di corrispondenza I}, = M"™(r)(v||u), puod essere
esteso in modo da considerare, nello stesso algoritmo, anche il caso di lag
diversi da zero. Se si confrontano infatti i pattern di indice ¢ della serie
u con quelli di indice ¢ + lag, con lag = 0,...,mazx_lag della serie v, si
possono ottenere delle quantita M7, (r)(v|[u) e Mjy (r)(v|[u) che indicano,
rispettivamente:

e se vi ¢ (valore uno) o non vi & (valore zero) corrispondenza fra il generico
pattern di posto 4 della serie di confronto w e il corrispondente pattern
di posto ¢ + lag della serie obiettivo v;
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e il numero totale di corrispondenze fra gli elementi che occupano il
generico posto ¢ nella serie di confronto e quelli che occupano il cor-
rispondente posto ¢ + lag nella serie obiettivo.

Cio puo essere di particolare interesse nello studio dell’autocorrelazione,
in associazione alla ApEn, o della correlazione qualora si possa supporre
che serie storiche distinte possano presentare analogie di comportamento
a meno di un determinato sfasamento temporale lag = At. Ovviamente
Mg, (r)(v|[u) = M™(r)(v|[u) quando lag = 0.

Un approccio di questo tipo, ovvero il calcolo dell’indice di corrisponden-
za per lag da 1 a max_lag all’interno dello stesso algoritmo di calcolo della
cross-ApEn consente un notevole risparmio di tempo rispetto al ricalcolo,
ogni volta, della c¢ross-ApEn (o della ApEn) e dell’indice di corrispondenza
fra due serie dove la seconda sia stata scalata, di volta in volta, di un elemen-
to (il secondo elemento diventa il primo, il terzo diventa il secondo, I’n-esimo
diventa 1'n-1esimo e cosi via). Tra ’altro, il calcolo della cross-ApEn o della
ApEn in funzione del lag non rivestirebbe grande interesse in quanto, in me-
dia, tali indicatori non variano se gli elementi della serie obiettivo v vengono
fatti scalare di una posizione verso sinistra.

Infatti, considerando un processo di scorrimento a sinistra quale quello
riportato in figura 16.5, si pud dimostrare quanto segue:

Come ultimo elemento viene inserito il simbolo
1 con probabilita p, oppure il simbolo 0O con
probabilita a,

Serie v l

_ Nello slittamento a sinistra, ogni elemento
prende il posto del precedente

Il primo elemento esce dalla serie

Figura 16.5: Schema di slittamento a sinistra.

Si consideri un generico elemento B"(r)(v||u) = k con m =1 e si sup-
ponga poi di scalare la serie obiettivo v di lunghezza n di un elemento.
L’elemento B} (r)(v||u) calcolato sugli n—1 elementi della serie scalata potra
assumere i seguenti valori:
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e k—1 con probabilitd p,p, + quqy, nel caso in cui il primo elemento della
serie obiettivo v originaria, che si & “perso” nel processo di slittamento,
fosse uguale al primo elemento della serie di confronto w;

e k con probabilitd p,q, + pyqu, nel caso in cui il primo elemento della
serie obiettivo v originaria fosse diverso dal primo elemento della serie
di confronto u;

con py € gy = 1 — py che indicano la probabilitd di avere un 1 oppure uno 0
nella generica posizione ¢ della serie di confronto w, mentre p, € ¢, =1 — py
rappresentano le analoghe probabilita per la serie obiettivo v.

Si consideri ora I'n-esimo elemento aggiunto in coda alla serie scalata v,
tale elemento potrad assumere valore 1 con probabilitd p, e 0 con probabilita
Gv, di conseguenza esso potra essere uguale all’n-esimo elemento della serie
di confronto u con probabilitd p,p, + qugy (coppie 1,1 oppure 0,0), oppure
diverso con probabilitd p,q, + pyq. (coppie 1,0 oppure 0,1).

L’elemento B} (r)(v||u) calcolato su tutti gli n elementi della serie scalata
v potra quindi assumere i seguenti valori:

e k — 1 con probabilita (pupy + qudv)(Pudv + Puvqu) se il primo elemento
della serie v originaria, che si & “perso”, era uguale al primo elemento
della serie di confronto u, mentre il nuovo elemento inserito in coda
alla serie v ¢ diverso dal corrispondente n-esimo valore della serie u;

e k con probabilitd (pupy + qugy)? se il primo elemento della serie v
originaria, che si & “perso”, era uguale al primo elemento della serie di
confronto u, cosi come il nuovo elemento inserito in coda alla serie v &
uguale al corrispondente n-esimo valore della serie w;

e k con probabilitd (puqy + pvqu)? se il primo elemento della serie v
originaria, che si & “perso”, era diverso dal primo elemento della serie
di confronto u, cosi come il nuovo elemento inserito in coda alla serie
v & diverso dal corrispondente n-esimo valore della serie u;

e k+ 1 con probabilita (pyqy + Puu)(Pubv + qugy) se il primo elemento
della serie v originaria, che si & “perso”, era diverso dal primo elemento
della serie di confronto w, mentre il nuovo elemento inserito in coda &
uguale al corrispondente n-esimo valore della serie u.

Il valor medio di B} (r)(v||u) calcolato sulla serie scalata (lag = 1) sara
pertanto:

E[B}(r)(v|[w)] = (k—1)(pups + Guo)(Puds + Podu) + k(pups + quav)® +
+k(Pugo + poqu)® + (5 + 1) (Pugo + Do) (Pubv + Gugv)
= (k—14k+1)(pups + quav)(Pugo + Pvau) +
+k(Pupo + @) + E(Pugo + Podu)’
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= 2k(Pubv + uo) Pudo + Podu) + k(Dubo + Gu)?
+k(Pugo + Pugu)?

= kl(pupv + quiv) + (Putv + Pou)]’
k[(pupo + Puo) + (quqo + pogu)]?

= k[pu(po + @) + qu(qo + po))°

= k(pu + qu)?

ol

Quindi, in media, il valore di B}(r)(v||u) non cambia al variare del lag e
questo per ciascun valore di i, di conseguenza rimane costante, in media,
anche la quantita B*(7)(v||u). In maniera analoga si puo dimostrare che, per
m = 2, rimane costante anche la quantita A™(r)(v||u) e, di conseguenza, la
cross Sample-ApEn e la cross-ApEn.

16.5 L’indice di corrispondenza come indicatore “stand
alone”

Fino ad ora si ¢ considerato 'indice di corrispondenza all’interno dell’algo-
ritmo di calcolo della cross-ApEn e come “upgrade” di quest’ultima. Esso,
tuttavia, ha un significato specifico quale indicatore di correlazione, gode di
notevoli proprietd ed é caratterizzato da una propria distribuzione asintot-
ica. L’indice di corrispondenza si presta pertanto ad essere considerato e
calcolato anche in maniera indipendente e distinta dalla cross-ApEn. In-
oltre, la richiesta di tempo macchina e di risorse necessarie al calcolo della
cross-ApEn (e della ApEn in generale) cresce in maniera esponenziale al
crescere della lunghezza delle serie considerate e del valore del parametro
m, mentre per 'indice di corrispondenza, cosi come per gli altri indicatori
considerati nella presente tesi, tali necessitd crescono in maniera lineare.

In particolare, nel caso binario e per m = 1, il calcolo dell’indice di cor-
rispondenza risulta estremamente semplice ed altamente performante. Se N
indica la lunghezza delle serie considerate e U e V sono gli array di lunghezza
N che contengono, rispettivamente, gli elementi binari della serie di confron-
to u e della serie obiettivo v allora, in R, ’algoritmo di calcolo dell’indice di
corrispondenza di ordine 1 si riduce a:

Iovs < sum(lzor(U +V))/N
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CAPITOLO 17

Analisi di serie perfettamente
periodiche affette da rumore

Per valutare il comportamento dell’indice di corrispondenza relativamente a
condizioni e fenomeni gia studiati, si & applicato lo I..; all’esperimento di
cui al precedente capitolo 12.

In particolare, si sono considerati due gruppi di serie caratterizzate da
una medesima condizione iniziale, ovvero serie perfettamente periodiche di
periodo due e pattern “01”. Ciascun gruppo era formato da 1000 serie (casi)
generate dal calcolatore in maniera indipendente l'una dall’altra, mentre
ciascuna serie era composta da 1000 elementi.

L’esperimento consisteva nel confrontare le serie del primo gruppo, dette
serie di confronto e caratterizzate, di volta in volta, da un determinato livello
di perturbazione, con le serie del secondo gruppo, dette serie obiettivo, a cui
sono stati successivamente applicati tutti i livelli di perturbazione a partire
dalla condizione di perfetta regolarita (livello di perturbazione uguale a zero)
fino a quella di massima casualita (livello di perturbazione pari al 100%).

L’operazione di perturbazione comportava la sostituzione di una deter-
minata percentuale di elementi delle serie, scelti a caso, con altrettanti valori
0 o 1 generati in maniera casuale con probabilita pari a 0.5.

Operando in questo modo si sono ottenuti venticinque diversi gruppi di
confronti fra loro indipendenti (cinque livelli di perturbazione per le serie
di confronto associati ai cinque livelli di perturbazione previsti per le serie
obiettivo) le cui serie erano sempre caratterizzate da una frequenza media di
0 e di 1 pari all’incirca a 0.5.
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Nella tabella 17.1 sono riportati i valori dell’indice di corrispondenza,
mentre nella tabella 17.2 sono riportati i valori dell’indice di corrispondenza
normalizzato in forma assoluta.

Tabella 17.1: Valori dell'indice di corrispondenza e relativi intervalli di confidenza al 95%
riferiti a due serie di periodo 2 in funzione di diversi valori di randomizzazione caratterizzati
dap=qg=0.5.

Serie sottostanti di periodo due e pattern 01 Lunghezza delle serie: 1000 Numero di casi: 1000

Livdlo di perturbazione serie di confronto
0% 25% 50% 75% 100%

2 1 0,857858 0,727728

ﬁ 0% 1 0.874586 ] 0.749957 | 0.625490 0.500109
= 1 0,335850) 0772773

s 0,857858 0,760736 0,661662 1

2 25%% 0.874576 i 0.781337 i 0.687052 10594138 0,500116
g 0,385850) 0,502803 0,71173

g 0,664541) 508

H 50% 0.745877 0687771 " 1 0.625193 | 0.562489 ] 0.499821
-E 0, 710734 3

= - ) s

'E 5% 0.625916 0.593444 0.563075 | 0.531110 | 0.500366
; 100% | 0.500471 0.500930 ¥ | 0.499892 f 0.499969 0.500397
=] T

In una situazione quale quella considerata, essendo le distribuzioni margi-
nali simmetriche e uguali fra loro (p = ¢ = 0.5), i valori dellindice di cor-
rispondenza normalizzato in forma assoluta e in forma relativa coincidono,
in quanto il minimo ed il massimo relativo risultano pari, rispettivamente,
a zero e ad uno, mentre il valore caratteristico associato alla condizione di
indipendenza, p;nq, vale 0.5.

Nella tabella 17.2 si puo osservare come i valori dell’indice di corrispon-
denza normalizzato risultino simmetrici rispetto alla diagonale principale e
come il valore dell’indice diminuisca all’aumentare del livello di randomiz-
zazione, ovvero man mano che ci si sposta verso il basso e verso destra nella
tabella. In particolare, si pud notare come il valore relativo al confronto fra
le due serie non perturbate, e quindi uguali (intersezione fra la prima riga e la
prima colonna), assuma valore uno ad indicare perfetta correlazione. L ulti-
ma riga e 'ultima colonna presentano invece valori praticamente coincidenti
fra loro e comunque molto prossimi a zero, ovvero alla condizione di in-
dipendenza. Ci6 concordemente al fatto che almeno una delle due serie, pur
conservando la distribuzione marginale d’origine, ¢ di tipo completamente
casuale. Si puo inoltre rilevare come anche il valore relativo a serie en-
trambe perturbate al 75% non si discosti significativamente dalla condizione
di massima indipendenza.

In definitiva, nella particolare situazione analizzata, 'indice di corrispon-
denza, pur assumendo valori diversi e diversamente scalati, presenta un com-
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Tabella 17.2: Valori dell’indice di corrispondenza normalizzato e relativi intervalli
di confidenza al 95% riferiti a due serie di periodo 2 in funzione di diversi valori di
randomizzazione caratterizzati da p = ¢ = 0.5.

Serie sottostanti di periodo due e pattern 01 Lunghezza delle serie: 1000 MNumero di casi: 1000
Livello di perturbazione serie di confronto
0% 25% 50% 75% 100%

H 1 0,715716 0,197198 -0,061062
ﬁ 0% 1 . 0,749172 ] 0.499914 0.250980 ::’_:’ 0.000218 i
ln 1 0, 775780 0,307308 0063064
- 0 05 2 _0,065066
= 25% 0.749152 : 0.562674 0,374104 0.188276 0,000232 e
2 0. 0.603608 0,06 5066
o =

0453454 0, 0 46 6 -0,063064
£ 50% 0,499754 : 0,375542 : 0.250386 0,124978 ___|-0.000358 : J
g 034354 421472 . 0,063064
s —_— - 0. 0.1 - . 0071072 -0,055110
£ 75% 0251832 0186888 0.1261350 | 0062220 0.000732 g
] 0, 0, 0,185186 4 0,063064
2| 100% |oo00s42 %% 0001860 F 0000216 | 0000062 | 0000794 O
3 0061112 0.065066 0.063114 0,057058 0061112

portamento tendenziale molto simile a quanto gia osservato per la S, e la
mutua informazione

E’ interessante infine osservare come i valori dell’indice di corrispondenza,
relativi alla prima riga ed alla prima colonna, ottenuti dal confronto fra una
serie perfettamente periodica e la stessa serie a cui sono stati via via applicati
tutti i livelli di randomizzazione, corrispondano al complemento ad uno della
percentuale di randomizzazione applicato. In questo caso, quindi, l'indice
rileva esattamente, in termini percentuali, I’incidenza del livello di rumore a
partire da una condizione di perfetta regolarita.

17.1 Valori dell’indice di corrispondenza in funzione
del lag

Nella tabella 17.3 sono riportati i valori dell’indice di corrispondenza norma-
lizzato, per lag da 0 a 10, relativi al confronto fra una serie perfettamente
periodica di periodo due e pattern “01” (serie di confronto) e la stessa serie
a cui sono stati via via applicati tutti i livelli di randomizzazione.

Come si puo vedere, in assenza di randomizzazione, 'indice di corrispon-
denza normalizzato assume:

e valore 1 in corrispondenza dei lag pari, situazione per cui vi & perfetta
corrispondenza fra tutti gli elementi delle due serie, e quindi perfetta
correlazione;
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e valore -1, ovvero perfetta correlazione inversa, in corrispondenza dei
lag dispari dove, dato il particolare disegno delle serie, ogni elemento
é sempre associato al suo complementare.

Tabella 17.3: Valori dell’indice di corrispondenza normalizzato in funzione del lag:
confronto fra una serie perfettamente periodica e la stessa serie a cui sono stati applicati
successivamente tutti i livelli di randomizzazione.

Serie sottostanti di periodo due e pattern 01 Lunghezza delle serie: 1000 MNumero di casi: 1000

Serie di confronto ( non perturbata)

Lag

o |2 ] 2 | a8 | a4 | s | s | 72 | 8 | o

10

Valori dell'Indice di corrispondenza normalizzato in forma assoluta

0% 1 -1 1 =1 1 -1 1 =il 1 -1

25% | 0,750402 | -0,750364| 0,750354| -0,750308| 0,750298 -0,750340| 0,750318|-0,750330| 0,750326|-0,750360

0,750374

50% | 0,500032 | -0,500038| 0,500024|-0,500002| 0,499962 -0,499540| 0,499540|-0,500016| 0,500064|-0,500042

0,500054

75% | 0,249642 | -0,249646| 0,245644| -0,249592| 0,249616| -0,249652| 0,249660| -0,249622| 0,249662| -0,249704

0,249620|

Serie obiettivo: livello di randomizzazzione

100%| -0,002328| 0,002336|-0,002270| 0,002262|-0,002228| 0,002210|-0,002152| 0,002262| -0,002236| 0,002272

-0,002342

L’indice di corrispondenza evidenzia inoltre chiaramente la diminuzione
del livello di sincronia fra le due serie, in origine uguali (lag pari) o perfetta-
mente complementari (lag dispari), all’aumentare del livello di disordine in-
dotto nella serie obiettivo. Dai valori 1 o -1, infatti, si arriva progressivamente
a zero, valore che esprime la condizione di indipendenza, in corrispondenza
del livello di randomizzazione del 100%.

Osservando le righe della tabella in corrispondenza dei livelli di rando-
mizzazione compresi fra il 25 ed il 75%, si puo invece osservare come uno stes-
so valore si ripeta ogni due lag, con valori positivi per i lag pari (correlazione
diretta) e negativi per quelli dispari (correlazione inversa).

In questo caso, quindi, I'indice di corrispondenza evidenzia un comporta-
mento di fondo tendenzialmente periodico di periodo due la cui evidenza va
via via scemando al crescere del livello di rumore. Lo stesso comportamento,
anche se qui non evidenziato, si riscontra anche per I'indice di corrispondenza
del secondo e del terzo ordine (m = 2 ed m = 3).

17.2 Confronti fra serie dello stesso tipo uguali e
diverse

Nella tabella 17.4 sono riportati i valori dell'indice di corrispondenza (lag =
0) normalizzato in forma assoluta relativi a confronti fra serie fra loro uguali
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(prima colonna) e serie fra loro diverse (seconda colonna) a parita di livello
di randomizzazione e di serie di origine (serie perfettamente periodiche di
periodo due e pattern “01”).

Tabella 17.4: Valori dell’indice di corrispondenza normalizzato nel confronto fra coppie
di serie uguali e serie diverse a parita di livello di randomizzazione e di serie di origine.

Serie sottostanti di periodo due e pattern 01
Lunghezza delle serie: 1000 MNumero di casi: 1000

Serie uguali Serie diverse
2| 0% 1 1
o]
o
E 25% 1 0,562170
E
- | 50% 1 0,249976
g
S| 75% il 0,062592
E
S| 100% 1 0,002134

Come si pud chiaramente osservare, nel caso di confronti fra serie uguali
I'indice di corrispondenza assume sempre valore uno a prescindere dal livello
di randomizzazione applicato, mentre assume valori distinti e proporzionali
al numero di elementi corrispondenti uguali nel caso di serie fra loro diverse.
Com’era prevedibile, esso é quindi in grado, a differenza della cross Sample-
ApFEn, di distinguere, a parita di distribuzioni marginali, fra serie uguali e
serie diverse.
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CAPITOLO 18&

Confronto fra serie perfettamente
periodiche di disegno diverso

Si & poi ripetuto con l'indice di corrispondenza 1’esperimento di cui al prece-
dente capitolo 13 ponendo a confronto fra loro le serie perfettamente pe-
riodiche di disegno diverso gia considerate nel capitolo 5.

Nella tabella 18.1 sono riportati i valori dell’indice di corrispondenza
non normalizzato relativo ai confronti fra le serie considerate. Come si pud
ben vedere, i valori situati sulla diagonale principale, e quindi riferiti ad una
condizione di perfetta correlazione (confronto di una serie con se stessa), sono
tutti pari ad uno, ad indicare, correttamente, completa corrispondenza fra
tutti gli elementi delle serie. Si puod inoltre notare come i valori posizionati
sulla seconda colonna e sulla seconda riga, ad eccezione di quelli posti sulla
diagonale principale, siano tutti approssimatamente pari a 0.5, ovvero al
valore corrispondente alla condizione di indipendenza, pind = PuPo + Quio,
date le particolari distribuzioni marginali, cosi come evidenziato anche dalla
S, e dalla mutua informazione. Infine, a meno di approssimazioni i valori
relativi alle celle in grigio corrispondono al massimo ammissibile dell’indice
di corrispondenza. Tale massimo é sempre minore o uguale ad uno ed é pari
a min(py, py) + min(qy, ¢y ), mentre il minimo, sempre maggiore o uguale a
zero, & pari a |p, — q|. Il massimo assoluto, pari ad uno, é raggiungibile
unicamente nel caso di serie caratterizzate entrambe da una distribuzione
marginale simmetrica p = ¢ = 0.5, mentre il minimo assoluto, pari a zero, si
puo raggiungere solo nel caso di serie aventi distribuzioni marginali opposte

Pu = Guv € Gu = Pu-
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Tabella 18.1: Valori dell’indice di corrispondenza non normalizzato: confronto fra serie
perfettamente periodiche aventi disegno diverso.

Lunghezza delle serie: 1000

Serie di confronto

'01' '0011' '0000011111" | '0000000111" | '0000000001"

"1’ 1 0.500000 0,600402 0,599398 0.599398

'0011" 0500000 1 0.500000 0.498596 0.4985%6
H

= | '0000011111 0.600402 0.500000 1 0.800201 0.601406
%

£ | '0000000111' 0.599398 0.498956 0.800201 1 0.801205
o
wy

'0000000001" 0.599398 0.498956 0.601406 0.801205 1

di cui alla precedente tabella 18.1, essa assume 'aspetto seguente:

Se si normalizzano in forma assoluta i valori dell’indice di corrispondenza

Tabella 18.2: Valori dell’indice di corrispondenza normalizzato: confronto fra serie
perfettamente periodiche aventi disegno diverso.

Lunghezza delle serie: 1000

Serie di confronto

01 '0011 '0000011111" | '0000000111' | '0000000001°
"1’ 1 0.000000 0.200804 0.198796 0,198796
'0011" 0.000000 1 0,000000 -0.,002008 -0.002008
% '0000011111" 0200804 0.000000 1 0.600402 0202812
=
-% '0000000111" 0.198796 -0,002008 0,600402 1 0415309
i '0000000001" 0.198796 -0,002008 0,202812 0415309 1

176




18.1 Confronto fra serie indipendenti

L’indice di corrispondenza & stato poi applicato a quattro diverse coppie di
serie indipendenti caratterizzate sempre dalle stesse distribuizioni marginali
(vedi precedente capitolo 13.2). In particolare:

e prima coppia: entrambe le serie sono periodiche di periodo 100 e
costruite in modo da risultare fra loro indipendenti. Infatti, il disegno
della serie di confronto & costituito da 70 zeri consecutivi seguiti da 30
uno (p, = 0.3 e ¢, = 0.7), mentre quello della serie obiettivo é formato
da 28 zeri seguiti da 42 uno, poi da 12 zeri seguiti da 18 uno (p, = 0.6
e ¢y = 0.4);

e seconda coppia: la serie di confronto, periodica di periodo 100, ¢ la
stessa della prima coppia, mentre la serie obiettivo & una serie com-
pletamente casuale avente distribuzione marginale p, = 0.6 e ¢, =
0.4;

e lerza coppia: la serie di confronto ¢ una serie completamente casuale
avente distribuzione marginale p, = 0.3 e ¢, = 0.7, mentre la serie
obiettivo, periodica di periodo 100, é la stessa della prima coppia;

e quarta coppia: entrambe le serie sono completamente casuali ed aventi
distribuzione marginale, rispettivamente, p, = 0.3, ¢, = 0.7 e p, = 0.6
e qy = 0.4.

Tabella 18.3: Confronti fra serie fra loro indipendenti in funzione del tipo di serie in
ingresso.

Serie di confronto p,=0.3, q, =0.7 Serie obiettivo p,=0.6,q,=0.4

i Mutua Cross Sample- Indice di
P informazione ApEn corrispondenza
Periodic: 0 g
e11ocl1c1l - - 0,09208
% vs Periodica D ]
2 iodica 0 0,00000
£ [Perlodica 0,000124 0,000713 1,069765
& |vs Casuale 0,000621 0,003552]
=
O |Casuale 0 0,000001
: SRt 0,000123 0,000710 0,896609
= |vs Periodica 0,000614 0,003528
a
v I Casuale 0 0,00000d
. 0000130 0,000749 1,120107
vs Casuale 0,000552 0,003458

Come si puo vedere dalla tabella 18.3, 'indice di corrispondenza norma-
lizzato in forma assoluta, analogamente alla Sp ed alla mutua informazione,
assume in tutti e quattro i casi un valore molto prossimo a zero ad indicare,
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correttamente, indipendenza fra le serie considerate, cosa che, come abbiamo
gia avuto modo di vedere, non ¢ invece in grado di fare la cross Sample-ApEn.

18.2 Confronto fra serie perfettamente complemen-
tari

Analogamente a quanto effettuato con gli altri indicatori, si & eseguito un
ulteriore esperimento confrontando fra loro quattro gruppi di serie perfetta-
mente complementari (ad uno zero nella serie di confronto corrisponde sem-
pre un uno nella serie obiettivo e viceversa) aventi disegno e distribuzioni
marginali diverse da gruppo a gruppo. Dai risultati ottenuti, riassunti nella
tabella 18.4, si nota immediatamente che 'indice di corrispondenza norma-
lizzato in forma assoluta assume valore -1, corrispondente alla condizione di
perfetta correlazione inversa, per tutti i confronti effettuati.

Tabella 18.4: Confronto fra serie binarie perfettamente complementari.
Lunghezza delle serie: 1000

Sp Mutua cross Sample | Indice di corrispondenza
informazione APEN normalizzato

'0101010101"

s 0,292893 i 0 Al
'1010101010"
'1011001100'

Vs 0,292893 1 0,943869 -1
‘0100110011"
'0000011111'

Vs 0,292833 i 0,555361 Al
'1111100000"
'0000000111"

s 0,250021 0,881291 0,691878 -l
'1111111000"
'0000000001"

Vs 0,114562 0468996 3,181222 -1
"1111111110"

In definitiva, quindi, nel caso di serie binarie I'indice di corrispondenza
¢ l'unico indicatore fra quelli considerati in grado di evidenziare in maniera
chiara ed univoca sia la condizione di perfetta correlazione diretta (serie
uguali) che inversa (serie complementari). La S, e la mutua informazione,
infatti, non distinguono fra correlazione diretta e correlazione inversa: i valori
di cui alla tabella 18.4 coincidono infatti con i valori assunti da tali indicatori
nel caso del confronto di due serie uguali aventi, indifferentemente, disegno
pari a quello della serie di confronto o a quello della serie obiettivo, mentre
la cross Sample-ApEn assume i valori pitu diversi risultando, in questo caso,
assolutamente non informativa.
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Tramite l'indice di corrispondenza ¢ inoltre possibile verificare la con-
dizione di indipendenza fra due serie (o fra gli elementi di una stessa serie).
In questo caso, pero, la conoscenza del solo valore dell’indicatore non & piu
sufficiente, dovendosi confrontare il valore empirico ottenuto per mezzo dei
dati sperimentali con il valore teorico di riferimeno p;,q 0 con una sua stima.
A tal fine & quindi necessario disporre delle distribuzioni marginali delle serie
considerate, o di una loro stima, in modo da poter calcolare in via analitica
la distribuzione dell’indice di corrispondenza sotto l'ipotesi nulla di indipen-
denza. In alternativa é comunque possibile ricavare la distribuzione empirica
dell’indice di corrispondenza ricorrendo ai metodi Monte Carlo.

Cio non di meno, l'indice di corrispondenza ha una validita sia di per se,
quale mezzo per investigare il livello di correlazione fra le serie o all’interno
di una stessa serie, sia in associazione alla cross-ApEn o alla cross Sample-
ApFEn, dove pud essere integrato nell’algoritmo di calcolo in maniera efficace
ed efficiente.
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CAPITOLO 19

Analisi di serie semplici
perfettamente periodiche in
funzione della lunghezza del periodo

Si considerino ora le serie seguenti caratterizzate da una alternanza di zeri e
di uno costanti e cosi strutturate:

e serie 1: 500 zero e poi 500 uno;
e serie 2: 250 zero e poi 250 uno;
e serie 3: 100 zero e poi 100 uno;
e serie 4: 50 zero e poi 50 uno;

e serie 5: 25 zero e pol 25 uno;

e serie 6: 10 zero e poi 10 uno;

e serie 7: 5 zero e poi 5 uno.

Tali serie sono perfettamente periodiche ed esprimono tutte, sia al limite
che per la lunghezza considerata (1000 elementi), una proporzione di zero,
q, e di uno, p, costante e pari a 0.5. Esse sono inoltre caratterizzate dallo
stesso livello di complessita algoritmica, come gia dimostrato nel capitolo 6.
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Tabella 19.1: Serie perfettamente periodiche: valori dell’indice di corrispondenza
normalizzato in funzione della lunghezza del periodo.

p=0g=0.5, Lunghezza della serie: 1000

Alternanza di zeri e di uno
Lag 500 250 100 50 25 10 5
0 il 1 1 1 1 1 1
1 0,996 0,992 0,980 0,960 0,920 0,800 0,600
2 0,992 0,984 0,960 0,920 0,840 0,600 0,200
3 0,988 0,976 0,940 0,880 0,760 0,400 -0,200
4 0,984 0,968 0,920 0,340 0,680 0,200 -0,600
5 0,980 0,960 0,900 0,800 0,600 0 -1
6 0,976 0,952 0,880 0,760 0,520 -0,200 -0,600
7 0,972 0,944 0,860 0,720 0,440 -0,400 -0,200
g 0,968 0,936 0,340 0,680 0,260 -0,600 0,200
9 0,964 0,928 0,820 0,640 0,280 -0,2800 0,600
10 0,960 0,920 0,800 0,600 0,200 -1 1
Valori dell'indice di corrispondenzain funzione dellalunghezza del periodo dellaserie
1
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Figura 19.1: Valori dell'indice di corrispondenza normalizzato in funzione della
lunghezza del periodo.
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Come si puo vedere dai valori normalizzati riportati nella tabella 19.1,
in corrispondenza di un determinato livello di periodicita le differenze fra
i valori dell’indice calcolate fra due lag consecutivi risultano costanti. In
particolare si pud osservare una differenza pari a 4 nel caso della serie 1, 8
per la serie 2, 20 per la serie 3 e cosi via. Un comportamento di questo tipo
non pud che far pensare ad una struttura delle serie regolare e periodica tanto
che, in questo caso particolare (p = g = 0.5), dal valore di tali differenze ¢
possibile risalire al periodo delle serie stesse. Infatti, nel caso specifico si ha:

periodo = 2/Alaqs fra due lag consecutivi,

dove la costante 2 corrisponde al fattore di scala utilizzato nel normalizzare
in forma assoluta l'indice di corrispondenza in modo che esso possa variare
nell’intervallo [1, —1] invece che fra [1,0].

A parita di lag, invece, si assiste ad una diminuzione proporzionale del-
I'indice di corrispondenza, e quindi della correlazione, al diminuire della
lunghezza del periodo delle serie in quanto, man mano che si scorre la se-
rie obiettivo verso sinistra, aumenta necessariamente il numero di mancate
corrispondenze.

Nel caso delle serie 6 e 7, il cui periodo é pari o inferiore al numero di lag
considerati, si puod inoltre notare quanto segue:

e per la serie 6, di periodo 10, U'indice di corrispondenza si annulla (con-
dizione di indipendenza) in corrispondenza del lag 5 per poi diventare
negativo e raggiungere il valore -1 in corrispondenza del lag 10, dove
ogni elemento ¢ confrontato con il suo complementare (condizione di
perfetta correlazione inversa);

e per laserie 7, di periodo 5, I'indice di corrispondenza dapprima diminui-
sce fino a raggiungere il valore -1 in corrispondenza del lag 5, senza pero
passare per il valore 0, e poi ricomincia a crescere per tornare al valore
1 in corrispondenza del lag 10, quando ogni elemento & nuovamente
confrontato con se stesso.

In questo caso l'indice di corrispondenza € quindi in grado di fornirci in-
formazioni abbastanza precise riguardo la struttura della serie e la lunghezza
del periodo. Non ¢ invece risultato di alcuna utilita, al pari della S, della
mutua informazione e della ApEn, al fine di discriminare le serie in base al
loro grado di complessita algoritmica. Tali serie sono infatti caratterizzate
da uno stesso livello di complessitd, mentre I’indice di corrispondenza assume
valori distinti per ciascuna serie a prescindere dal lag considerato.

182



19.1 Serie caratterizzate da lunghe sequenze di e-
lementi uguali

Per cercare di meglio comprendere il comportamente dell’indice di corrispon-
denza in presenza di serie caratterizzate da lunghe sequenze di elementi
uguali e distribuzioni marginali asimmetriche, si considerino ora le serie
seguenti:

e serie 1: 500 zero e poi 500 uno;
e serie 2: 750 zero e poi 250 uno;
e serie 3: 900 zero e poi 100 uno;
o serie 4: 950 zero e poi 50 uno;
e serie 5: 975 zero e poi 25 uno;
o serie 6: 990 zero e poi 10 uno;
e serie 7: 995 zero e poi 5 uno;

o serie 8§: 999 zero e poi 1 uno.

Queste serie, a differenza delle precedenti, sono caratterizzate da una
percentuale di zeri e di uno variabile da serie a serie e, di conseguenza, da
differenti distribuzioni marginali. Da un punto di vista della complessita
algoritmica sono perd ancora equivalenti fra loro e, sostanzialmente, anche
alle serie precedenti.

Nella tabella 19.2 sono riportati i valori dell’indice di corrispondenza non
normalizzato. Come si pud vedere, a paritd di lag 'indice assume lo stesso
valore per ciascuna delle serie da 1 a 6. La serie 7, invece, condivide con le
serie precedenti i valori dell’indice calcolati in corrispondenza dei lag da 1 a
5, dopo di che tale valore diventa costante e pari 0.990. La serie 8, infine,
condivide con le altre il solo valore relativo al primo lag 1, dato che, poi, il
valore dell’indice rimane costante e pari a 0.998 per tutti i valori del lag da
1 a 10.

Questo comportamento & perfettamente corretto. L’indice di corrispon-
denza non normalizzato esprime infatti la percentuale di elementi coincidenti
nelle due serie confrontate, percentuale che, nel caso di serie uguali (lag = 0),
¢ pari al 100%. Nelle serie in esame, all’aumentare del lag, ovvero man mano
che si fa scorrere la serie obiettivo verso sinistra inserendovi uno zero in co-
da, aumenta di pari passo anche il numero di uno della serie obiettivo che
vengono ad essere associati agli zeri della serie di confronto determinando
cosi una proporzionale diminuzione del valore dell’indice di corrispondenza.

Questo almeno nel caso di serie in cui il numero di uno consecutivi &
pari o superiore al numero massimo di lag considerati. Nel caso delle serie
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7 ed 8, infatti, 'indice di corrispondenza diminuisce fin tanto che il numero
di uno consecutivi risulta inferiore o uguale al valore del lag, dopo di che
esso rimane costante in quanto ormai tutti gli uno si sono accoppiati con
degli zero, motivo per cui un ulteriore slittamento verso sinistra, e quindi
I'inserimento di altro zero in coda (uno zero entra, uno zero esce), determina
solamente una variazione nella posizione delle coppie di elementi non uguali
ma non del loro numero. Cosa che si verifica a partire dal lag 5 per la
serie 7, il cui disegno vede 995 zeri consecutivi seguiti da 5 uno, ed al lag 1
per la serie 8, composta da 999 zeri consecutivi seguiti da un solo uno. A
partire da tali lag, i componenti delle serie 7 ed 8 risultano essere fra loro
indipendenti ed incorrelati, e cio & attestato da fatto che, per ciascuna serie,
il valore assunto dall’indice di corrispondenza, coincide con quello tipico della
condizione di indipendenza, che dipende dalle distribuzioni marginali, ed &
riportato nell’ultima riga (in azzurro) della stessa tabella.

Tabella 19.2: Serie perfettamente periodiche: valori dell’indice di corrispondenza non
normalizzato in funzione del numero di zeri consecutivi in serie di 1000 elementi.

Indice di corrispondenza non normalizzato

Mumero di zeri consecutivi su 1000 elementi
Lag 500 750 900 950 975 990 095 999
0 1 1 1 1 1 1 1 1
1 0,998 0,998 0,998 0,998 0,998 0,998 0,998 0,998
2 0,996 0,996 0,996 0,996 0,996 0,996 0,996 0,998
3 0,994 0,994 0,994 0,594 0,994 0,994 0,994 0,998
4 0,992 0,952 0,992 0,992 0,992 0,992 0,992 0,998
5 0,590 0,990 0,990 0,590 0,990 0,590 0,990 0,998
6 0,988 0,988 0988 0,988 0,988 0,988 0,990 0,998
7 0,986 0,986 0986 0,986 0,986 0,986 0,990 0,998
8 0,984 0,984 0,984 0,584 0,984 0,984 0,990 0,998
9 0,982 0,982 0982 0,982 0,982 0,982 0,990 0,998
10 0,980 0,980 0,980 0,580 0,980 0,980 0,990 0,998
Pind 05 0,625 0,82 0,905 0,95125 0,9802 0,99005 | 0,998002
min I 0 0,5 0,3 0,9 0,95 0,93 0,99 0,998

Nella tabella 19.3 sono invece riportati i valori dell’indice di corrispon-
denza normalizzato in forma assoluta. Come si puod vedere, esso diminuisce
man mano che ci si sposta verso la destra della tabella, ovvero man mano che
il numero di uno consecutivi sul totale degli elementi della serie diminuisce,
mentre aumenta il valore del fattore di normalizzazione p;,q. Tale dimi-
nuzione risulta pitt evidente all’aumentare del lag. L’indice di corrispondenza
assume inoltre un valore molto prossimo a zero (condizione di indipendenza)
in corrispondenza del lag 10 per la serie 6, a partire dal lag 5 per la serie
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7 e dal lag 1 per la serie 8, in accordo a quanto gia osservato nella tabella
precedente nel caso dell’indice non normalizzato.

Se si considera invece 'andamento dell’indice in funzione del lag, si puo
vedere come le differenze fra i valori calcolati su una stessa serie e riferiti
a due lag consecutivi rimangano costanti (vedi i valori riportati nell’ulti-
ma riga, in azzurro, della tabella 19.3) almeno fino a che non si raggiunge,
eventualmente, la condizione di indipendenza, dopo di che tali differenze,
ovviamente, si annullano.

Come gia nel caso delle serie semplici perfettamente periodiche studiate
precedentemente, un tale comportamento lascia intravvedere una regolarita
di fondo molto forte nella struttura della serie anche se, in questo caso,
risulta assai meno evidente il nesso esistente fra valore dell’indice e disegno
del periodo.

Tabella 19.3: Serie perfettamente periodiche: valori dell’indice di corrispondenza nor-
malizzato in forma assoluta in funzione del numero di zeri consecutivi in serie di 1000
elementi.

Indice di corrispondenza normalizzato in forma assoluta

Numero di zeri consecutivi su 1000 elementi
Lag 500 750 900 950 975 990 095 999
0 1 1 1 1 1 1 1 1
1 0,996 0994667 | 0988889 | 0,978%47 | 0,958974 | 0,898990 | 0,798995 | -0,000002
2 0,992 0989333 (0577778 | 0,957895 | 0,917949 | 0,797980 | 0,597990 | -0,000002
3 0,988 0,984000 | 0966667 | 0,936842 | 0,876923 | 0,696970 | 0,396985 | -0,000002
q 0,984 0978667 | 0955556 | 0,915789 | 0,835897 | 0,595960 | 0,195980 | -0,000002
5 0,980 0,973333 | 0,544444 | 0,894737 | 0,794872 | 0,494949 | -0,000051 | -0,000002
6 0,976 0968000 | 0933333 | 0,873684 | 0,753846 | 0,393935 |-0,000051| -0,000002
7 0,972 0962667 | 05922222 | 0,852632 | 0,712821 | 0,292929 |-0,000051| -0,000002
2 0,968 0957333 (0511111 | 0,831579| 0,671795 | 0,191919 | -0,000051 | -0,000002
9 0,964 0,952000 | 0,900000 | 0,810526 | 0,630769 | 0,090905 |-0,000051| -0,000002
10 0,960 0946667 | 0888889 | 0,789474 | 0,589744 | -0,000204 | -0,000051 | -0,000002
|NA:rs | 0,0040 | 0005333 |0,011111 | 0,021053 | 0,041026 | 0,101010 | 0,201005 1]

Anche in questo contesto 'indice di corrispondenza normalizzato pre-
senta un andamento abbastanza simile a quello della S, e della mutua in-
formazione, pur presentando variazioni pitl contenute e maggiormente pro-
porzionali al livello di autocorrelazione effettivamente presente. Anch’esso,
inoltre, non appare in grado di caratterizzare le serie considerate in ragione
del loro livello di complessita algoritmica.
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cAPITOLO 20

Analisi di serie deterministiche
complesse periodiche e non
periodiche

In analogia agli esperimenti di cui al precedente capitolo 7, si considerino
adesso le due serie periodiche:

e serie 1: di periodo 10 e pattern “11001110007;

e serie 2: di periodo 20 e pattern “110011100000011100117;
e le due serie non periodiche:

e serie 3: di pattern “100111000011111...”

e serie 4: di pattern “101100111000...7

Per n che tende all’infinito tutte e quattro le serie esprimono una pro-
porzione di zero, ¢, e di uno, p, costante e pari a 0.5. Per la lunghezza
considerata (1000 elementi), invece, le prime due serie sono caratterizzate da
una proporzione di zeri e di uno perfettamente uguale (p = ¢ = 0.5), mentre
la serie 3 é caratterizzata da p = 0.494 e la serie 4 da p = 0.504.

Da un punto di vista della complessita algoritmica, la serie 1 pud essere
considerata come la pitt semplice, seguita dalla 2, il cui periodo, di lunghezza
doppia, & composto dalla sequenza che caratterizza il periodo della serie 1
seguita dalla medesima sequenza riscritta, perd, in ordine inverso. Si pud
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poi senz’altro affermare che la serie 3 & pitt complessa della serie 2 e che la
serie 4 ha una complessita algoritmica pari o superiore a quella della serie 3.

Come si pud vedere dai risultati riportati nella tabella 20.1, per la serie 1
i valori dell’indice di corrispondenza normalizzato risultano essere simmetrici
rispetto al lag 5. Esso assume inoltre i soli valori 0.2 e 0.6 che si ripetono
con regolaritd, ora con segno positivo, ora con segno negativo evidenzian-
do, senza dubbio, una qualche forma di regolaritd nel disegno della serie.
L’indice di corrispondenza assume inoltre valore 1 (perfetta correlazione) in
corrispondena del lag 10 ad indicare che la serie & perfettamente periodica
di periodo 10.

Nella serie 2 I'indice di corrispondenza assume solo 3 valori distinti, 0.4,
0.2, con segni ora positivi ora negativi, e 0. In questo caso la regolarita
sottostante risalta con minore evidenza, pur tuttavia, un andamento di
questo tipo potrebbe suggerire ulteriori indagini ed il considerare un nu-
mero di lag pit ampio. Cosi facendo si potrebbe senz’altro appurare che i
valori dell’indice di corrispondenza sono simmetrici rispetto al lag 10 e che,
in corrispondenza del lag 20, I'indice assume valore 1 ad indicare perfetta
periodicita di periodo 20.

Tabella 20.1: Serie deterministiche complesse periodiche e non periodiche: valori
dell’indice di corrispondenza normalizzato in forma assoluta.

Lunghezza della serie = 1000

Pattern della serie

Lag | 1100111000 | 11001110000001110011 | 100111000011111.... | 101100111000....
0 1 il 1 1

1 0,2 0,4 0,912 0,876
2 -0,6 -0,2 0,826 0,758
3 -0,6 -0,4 0,744 0,645
a 0,2 0,2 0,664 0,538
5 0,6 0,2 0,588 0,436
& 0,2 0,2 0,512 0,342
7 -0,6 0 0,442 0,250
8 -0,6 -0,2 0,372 0,166
g 0,2 -0,2 0,306 0,086
10 1 -0,2 0,244 0,012

Le serie 3 e 4 mostrano invece valori dell’indice di corrispondenza che,
prossimi a 0.9 in corrispondenza del lag 1, vanno via via diminuendo all’au-
mentare del valore del lag, come ad indicare una mancanza di regolarita o
una regolarita, non evidenziata, di periodo pitt lungo.

I valori dell’indice di corrispondenza calcolati sulle serie 1 e 2, come gia
quelli della S, e della mutua informazione si mantengono costanti anche nel
caso in cui si aumenti la lunghezza delle serie. Infatti, purche tale lunghezza
sia un multiplo del periodo (ma per serie sufficientemente lunghe questa
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condizione non é necessaria), la struttura della serie non cambia, cosi come
non cambia la distribuzione congiunta e, di conseguenza, il valore dell’indice.

Nel caso delle serie 3 e 4, invece, i valori dell’indice di corrispondenza ten-
dono ad aumentare perché, per come sono strutturati gli algoritmi generatori,
al crescere della lunghezza delle serie aumenta anche la dimensione dei gruppi
di simboli consecutivi uguali. Di conseguenza, al variare del lag, se per serie
sufficientemente lunghe le distribuzioni marginali rimangono sostanzialmente
costanti, nella distribuzione congiunta aumenta invece la percentuale di cor-
rispondenze esatte (coppie “00” e “117) rispetto a quelle non esatte (coppie
“10” e “01”), il cui numero diventa via via sempre piu trascurabile rispet-
to al totale. Per questo motivo, all’aumentare della lunghezza delle serie 3
e 4, I'indice di corrispondenza tendera ad avvicinarsi sempre piu al valore
uno, a prescindere dal valore del lag, ad indicare una condizione sempre pit
prossima a quella di perfetta correlazione.

Anche in questo caso l'indice di corrispondenza presenta un andamen-
to molto simile a quello della S, e della mutua informazione. Si osser-
va perd una differenza sostanziale: mentre la S, e la mutua informazione
presentavano solo valori positivi non distinguendo fra correlazione (o au-
tocorrelazione) diretta o inversa, l'indice di corrispondenza riesce a discri-
minare queste due situazioni assumendo appunto, in corrispondenza di una
situazione di correlazione inversa, valori negativi.

Infine, anche l'indice di corrispondenza, come gia gli altri indicatori,
non pare in grado di fornire indicazioni in merito al grado di complessita
algoritmica delle serie studiate.
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CAPITOLO 21

Analisi di serie generate da un
processo stocastico

Si applichera adesso 'indice di corrispondenza ad alcuni esempi di serie ge-
nerate dal semplice processo stocastico di figura 21.1, il quale é stato detta-
gliatamente studiato nel precedente capitolo 8.

0|1

Figura 21.1: Esempio di processo generatore per una serie stocastiche

In particolare, al tempo tg ci si trova in una modalita di partenza A e in
uno stato x;, = 0. Al successivo istante ¢; il sistema passa nella modalita
B mantenendo lo stato 0, x;, = 0, con probabilita q, oppure assumendo lo
stato 1, xy; = 1, con probabilitd p. Una volta in B il sistema € obbligato,
all’istante successivo, a ritornare nella modalita A, caratterizzata dallo stato
x; = 0. All'istante ancora successivo, il sistema ritorna necessariamente
alla modalita B mantenendo lo stato 0 con probabilita q oppure assumendo
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lo stato 1 con probabilitd p. In sostanza, il sistema passa, ad ogni istante
successivo, dalla modalita A alla B e viceversa (modalita ricorrenti) potendo
assumere:

e nella transizione da A a B, alternativamente lo stato z; = 0 con
probabilita q oppure lo stato x; = 1 con probabilita pari a p;

e nella transizione da B a A, unicamente lo stato z; = 0.

Per mezzo di tale processo stocastico sono stati generati tre insiemi di
1000 simulazioni ciascuno. Ogni insieme di simulazioni era caratterizzato da
una diversa coppia di probabilita di trasizione, ovvero:

e insteme 1: p=0.25e g =0.75;
e insieme 2: p=0.5e q=0.5;
e insieme 3: p=0.75e g = 0.25;

Ciascuna simulazione consisteva, data una determinata coppia di pro-
babilita di transizione, nella generazione di una serie di 5000 elementi. Si é
scelto di considerare serie di 5000 elementi, a differenza di quanto realizzato
con gli altri indicatori, in quanto si é osservato che, con serie di soli 1000 ele-
menti, gli intervalli di confidenza risultavano eccessivamente ampi e, quindi,
di scarso significato. Gli intervalli di confidenza si riducevano notevolmente
anche portando i casi a 5000 e considerando serie di lunghezza standard
(1000 elementi), ma cid avveniva in misura inferiore rispetto all’aumento
della lunghezza della serie. Il valore medio dell’indice di corrispondenza os-
servato, invece, non differiva sostanzialmente aumentando la lunghezza della
serie o il numero dei casi.

Nelle tabelle 21.1 e 21.2 sono riportati, rispettivamente, i valori del-
I'indice di corrispondenza e dell’indice di corrispondenza normalizzato in
forma assoluta relativi ai tre diversi valori della probabilita di transizione p.

Come si pud vedere dai dati di entrambe le tabelle, per ciascuna se-
rie I’'indice di corrispondenza assume sempre e solo due valori i quali risul-
tano essere significativamente diversi tra loro. Il valore piu alto si presen-
ta inoltre, conformemente a quanto ci si poteva aspettare, in corrispon-
denza dei lag pari, diversamente da quanto rilevato per la S, e la mutua
informazione. Infatti, per costruzione, le serie sono caratterizzate dall’a-
vere uno zero come primo simbolo, zero che si ripresenta poi sempre, in
maniera costante, ogni due simboli. Ogni serie avra quindi una struttura del
tipo: “0x0x0x0x0x0x0x0x0x0x.....”, dove il simbolo “x” pud assumere, indif-
ferentemente, il valore 0 oppure 1, con una probabilita che dipende solo dal
parametro p. In presenza di lag pari, quindi, vi & sicura corrispondenza fra
almeno la meta degli elementi della serie, in quanto gli zeri fissi si incontrano
sempre fra di loro. Cio significa che la probabilita di trovare elementi cor-
rispondenti uguali & pin elevata nei lag pari che nei lag dispari, motivo per
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Tabella 21.1: Valori dell’indice di corrispondenza non normalizzato e relativi intervalli

di confidenza al 95% in funzione della probabilita di transizione p.

Indice di corrispondenza non normalizzato
Lunghezza della serie = 5000, N.dicasi= 1000

Valori di p
Lag 0.25 0.50 0.75
0 1 1 : 1 ;
1 i
1 0,749761 0499842 0,249953
2 0,812400 0,750088 0,812543
3 0,749760 0499838 0,249963
1 0,812330 0,745986 0,812344
5 0,749764 0499846 0,249961
& 0,812310 0,745749 0,812423
7 0,745739 0499847 0,249966
8 0,812111 0,745841 0,812576
9 0,749757 0499340 0,249358
10 0,812524 0,750094 0,812630
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Tabella 21.2: Valori dell’indice di corrispondenza normalizzato in forma assoluta e
relativi intervalli di confidenza al 95% in funzione della probabilita di transizione p.

Indice di corrispondenza normalizzato in forma assoluta
Lunghezza della serie = 5000, M. dicasi= 1000

Valori di p
Lag 0.25 0.50 0.75
0 1 1 : 1 .
L 1
1 -0,040306 -0,200253 : -0,529500
0,307200
2 0,142400 0,333568 N i 0,600092
0,231368
3 -0,040307 -0,200259 P -0,529481
4 0,142080 0,333296 : 0,599667
5 -0,040302 -0,200246 - -0,529485
& 0,1419389 0,332664 : 0,5998326
7 -0,040308 -0,200245 e 0,529476
8 0,141079 0,3232909 : 0,600162
9 -0,040311 -0,200256 s et -0,529491
10 0,142967 0,333534 E 0,600277
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cui, in corrispondenza dei lag pari, il valore dell’indice di corrispondenza pre-
senta valori pitl elevati ad indicare un maggiore livello di autocorrelazione.
In particolare, in corrispondenza dei lag pari, in media, ci si potra aspettare
una percentuale di 0,5 + (p? + ¢?)/2 elementi uguali, pari a 0.8125, 0.75 e
0,8125 relativi, rispettivamente, a p = 0.25, p = 0.5 e p = 0.75, che sono
proprio, a meno delle inevitabili fluttuazioni casuali, i valori dell’indice non
normalizzato riportati in tabella.

Dai valori dell’indice di corrispondenza normalizzato in forma assolu-
ta (tabella 21.2), si puo notare come i valori relativi ai lag dispari siano
considerati come inversamente correlati. Il livello di correlazione diretta o
inversa esplicitato dall’indice aumenta inoltre all’aumentare del valore della
probabilita di transizione p per arrivare, in corrispondenza di p = 1 (serie
del tipo “01010101...”), ai valori uno e meno uno indicanti, rispettivamente,
perfetta correlazione diretta (lag pari) e perfetta correlazione inversa (lag
dispari).

Dai risultati tabulati si puo infine rilevare come l'indice di corrispon-
denza, normalizzato o meno che sia, riesca chiaramente a discriminare le 3
diverse condizioni di partenza (p = 0.25,p = 0.50 oppure p = 0.75) e come
abbia un comportamento, in linea generale, non dissimile da quello della S,
e della mutua informazione.
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CAPITOLO 22

Analisi di serie generate da un
processo caotico

In questo capitolo verra studiato I'indice di corrispondenza mediante la sua
applicazione alla mappa logistica analizzata nel precedente capitolo 9.

Nello specifico, la nostra attenzione di concentrera sull’isola di stabilita
che inizia in prossimita di un valore del parametro r pari a 3.82847, ~ 14++/8
(vedi figura 22.1) ed in particolare:

in corrispondenza del valore r = 3.828, che si situa subito prima del-
I'inizio dell’isola di stabilitad considerata;

in corrispondenza del valore r = 3.82847, che si situa subito dopo I'inizio
dell’isola di stabilitd considerata;

in corrispondenza dei valori 3.844568 e 3.844569, che identificavano
una zona di “salto” sia per la S, che per la mutua informazione e la
ApFEn, ovvero punti nei quali gli indicatori menzionati modificavano in
maniera sostanziale il loro comportamento;

in corrispondenza del valore r = 3.85, che si situa in una zona centrale
dove le biforcazioni tendono a farsi piti numerose e 'andamento piil
confuso;

in corrispondenza del valore r = 3.8565, che si situa poco prima della
fine dell’isola di stabilita;
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e in corrispondenza del valore r = 3.8575, che si situa subito al di la
dell’isola di stabilita considerata.

1.0

0.8
|

0.6
I

X(t)

04

i
3828 |} 3.82847 3.844568 | 3.844569 3.8365 | 1 3.8575

T T T T T
3.82 3.83 3.84 3.85 3.86

r

Figura 22.1: Isola di stabilita r = 3.82847.

Al fine dell’esperimento, per ogni valore del parametro r considerato
sono state generate 1000 serie (casi) composte da 5000 elementi. Ciascun

elemento, indicato con Y;, é stato ottenuto dicotomizzando come segue i
risultati della mappa logistica:

0, 0<X, <05

Y= 1, 05<X;<1

con Xt+1 = T’Xt(l — Xt)y 0< X(] <1

Come si puod osservare dai dati riportati nelle tabella 22.1, I'indice di
corrispondenza sembra riuscire a caratterizzare in maniera abbastanza sod-
disfacente 'andamento della mappa logistica in presenza di un’isola di sta-
bilita. Confrontando i valori della tabella 22.1 (indice di corrispondenza non
normalizzato) con quelli della tabella 9.5 (S,, mutua informazione e ApEn)
di cui al precedente capitolo 9.3, risulta evidente ’analogia di comportamen-
to dell'indice non normalizzaro con la S, e la mutua informazione, mentre
I'indice normalizzato in forma assoluta (tabella 22.2), pur mantenendo lo
stesso andamento tendenziale, ¢ in grado di evidenziare anche il segno della
correlazione.

Infatti, per r = 3.828 ed r = 3.8575, valori che si situano subito prima
I'inizio e subito dopo la fine dell’isola di stabilita, 'indice di corrispondenza
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Tabella 22.1: Mappa logistica dicotomizzata: valori dell’indice di corrispondenza non
normalizzato relativi all’isola di stabilita r = 3.82847.

Lag

Indice di corrispondenza non normalizzato
Lunghezza della serie = 5000, numero di casi= 1000

Valori dir

3.828

3.82847

3.844568

3.844569

3.85

3.8565

3.8575

1

1

1

1

1

1

1

0,368488

0,333542

0333332

0,333323

0,333335

0,333334

0,352929

0477240

0,334067

0,333339

0,333339

0,333333

0,333328

0,399572

0,796284

0,998985

0,999991

0,666725

0,775187

0,817388

0,782468

0446309

0,333905

0,233335

0,333330

0,233335

0,333342

0,370725

0AT78382

0,334102

0,333335

0,333335

0,333329

0,3333138

0,415608

0,762561

0,998811

0,993930

0,993993

0,826241

0,753933

0466316

0,334004

0,333335

0,333321

0,333340

0,333342

0,377453

0483367

0,334117

03333338

0,333346

0,333326

0,323323

0,430120

LD | oo =) | o || e LR = | =

0,735050

0,998734

0,999990

0,666719

0,775192

0,824163

0,725096

-
=

0AB1817

0,334048

0,333334

0,333324

0,333341

0,333339

0,383643

Tabella 22.2:

Mappa logistica dicotomizzata:

valori dell’indice di

normalizzato in forma assoluta relativi all’isola di stabilita » = 3.82847.

—
[+1]
[4=]

Indice di corrispondenza normalizzato
Lunghezza della serie = 5000, numero di casi= 1000

corrispondenza,

Valori dir

J.828

3.82847

3.844 568

3.844569

3.85

38565

38575

1

1

1

1

1

1

1

-0,351093

-0,399720

-0,399998

-0,333344

-0,341101

-0,334010

-0,302310

-0,159581

-0,398776

-0,399985

-0,333322

-0,341105

-0,334022

-0,210104

0,528589

0,997716

0,993980

0,333450

0,545008

0,634404

0,5597382

-0,214050

-0,393067

-0,399992

-0,333340

-0,341101

-0,333994

-0,267130

-0,157569

-0,398713

-0,399985

-0,333330

0,341113

-0,334042

-0,178403

0450552

0,997324

0,999973

0,999986

0,652123

0,502036

-0,178818

-0,398889

-0,399992

-0,333353

-0,341091

-0,333994

-0,253820

-0,138225

-0,393686

-0,399987

-0,3333038

-0,341119

-0,334032
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lascia forse intravvedere solo qualche debole accenno di struttura, che si con-
cretizza principalmente nella costanza dell’alternanza dei segni. D’altronde,
osservando la figura 22.1, si pud osservare come, in corrispondenza di tali
valori di r, i punti sul grafico non si distribuiscano in maniera uniforme, ma
si rilevino delle zone piu dense (le zone piu scure), dove i punti si addensano
con maggiore frequenza e, quindi, con maggiore probabilita, caratterizzando
cosl in qualche modo il comportamento della mappa logistica dicotomizza-
ta anche al di fuori dell’isola di stabilita. T livelli di autocorrelazione os-
servati risultano comunque sempre decisamente pitt bassi rispetto a quelli
registrati in aree dove la mappa logistica é caratterizzata da un comporta-
mento decisamente piu regolare (r = 3.82847, r = 3.844568, r = 3.844569 e
r = 3.85).

Per r = 3.82847 e r = 3.844568 l'indice di corrispondenza identifica,
per entrambi i livelli di r, una struttura perfettamente periodica di periodo
3. Infatti, in corrispondenza dei lag 3, 6 e 9 si possono osservare valori
dell’indice sostanzialmente pari ad 1, il che significa che vi &, in pratica,
perfetta coincidenza fra tutti gli elementi della serie originaria e della serie
scalata verso sinistra di 3, 6 o 9 elementi, mentre per tutti gli altri lag si
osserva sempre uno stesso valore, che per 'indice normalizzato é pari a circa
-0.399, ad indicare un certo livello, costante, di correlazione inversa.

Nel passaggio da r = 3.844568 a r = 3.844569, come gia la S, e la mutua
informazione, anche I'indice di corrispondenza mette in risalto un sostanziale
mutamento nel comportamento della mappa logistica dicotomizzata. Si pas-
sa infatti da una perfetta regolarita di periodo 3 ad un’altrettanto perfetta
regolarita di periodo 6, (r = 3.844569, lag 6, I4.s = 0.99998), mentre il
valore relativo ai lag 3 e 9 si riduce ad un terzo (Lacrs = 0.3334) e quello dei
lag rimanenti si attesta su di un valore costante e pari a -0.3333, non molto
dissimile da quelli osservati nel caso di r = 3.82847 e r = 3.844568.

Con r = 3.82847, 3.844568 e 3.8844569 abbiamo esplorato la parte iniziale
e pitt semplice dell’isola di periodicita caratterizzata, come si pud ben vedere
in figura 22.1, prima da 3 e poi da 6 biforcazioni. Con r = 3.85 ed r = 3.8565,
che si situano, rispettivamente, in una zona dove le biforcazioni iniziano ad
aumentare sensibilmente ed in prossimita della fine dell’isola di stabilita, si
analizzera invece la seconda e pilt complessa parte dell’isola stessa.

Per r = 3.85 e limitatamente ai lag considerati, si osserva ancora chiara-
mente una forma di struttura ben definita, con un valore massimo dell’indice
di corrispondenza normalizzato molto elevato (0.78) in corrispondenza del lag
6, due valori ancora relativamente elevati (0.545), uguali e simmetrici rispet-
to al valore massimo (lag 9 e 3) e valori negativi e costanti per i rimanenti
lag (-0.3411). Un comportamento analogo si puo osservare per r = 3.8565,
dove 'indice di corrispondenza normalizzaro assume un valore praticamente
costante e pari a circa 0.64 in corrispondenza dei lag 3,6 e 9 ed un valore
negativo e costante, pari a -0.334, in corrispondenza di tutti gli altri.

Si é poi realizzata una serie di ulteriori prove in corrispondenza di r = 4,
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valore che & associato ad un comportamento della mappa logistica comple-
tamente caotico. In tale situazione ci si aspetterebbe un valore dell’indice di
corrispondenza che attesti la sostanziale incorrelazione delle serie generate.
In effetti, come si pud osservare nella tabella 22.3, dove sono riportati i valori
dell'indice di corrispondenza normalizzato e non normalizzato, quest’ultimo
assume valore 0.5 in corrispondenza di tutti i lag considerati. Tale valore,
per una serie caratterizzata da una distribuzione marginale di indifferenza
p = q = 0.5 quale quella che dovrebbe identificare una serie completamente
caotica, € proprio il valore corrispondente alla condizione di indipendenza e,
quindi, di incorrelazione. In ragione di cid l'indice standardizzato assume
correttamente il valore 0.

Tabella 22.3: Mappa logistica dicotomizzata: valori dell’indice di corrispondenza
normalizzato in forma assoluta relativi all’isola di stabilita r = 3.82847.

Indice di corrispondenza calcolato in corrispondenzadir =4
Lunghezza della serie = 5000, N. dicasi=1000

r =4, Indice di corrispondenza
Lag non normalizato normalizzato
1 1
0 1 il
1 1
1 0,500243 : 0,000486
2 0,500514 : 0,001028
3 0499925 : -0,000150
4 0,499991 : -0,000018
5 0,500134 N 0,000263
6 0500056 : 0000112
7 0,200613 : 0,001226
8 0,200200 : 0000400
g 0,499586 = 0,000828
10 0499981 : -0,000038
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22.1 Sensibilitd ai valori iniziali

A conclusione degli esperimenti condotti con la mappa logistica, si é realizza-
ta un’ultima serie di simulazioni volta a verificare la sensibilita alle condizioni
iniziali degli indicatori considerati. A tal fine si sono applicate la S,, la mutua
informazione, la cross Sample-ApEn e l'indice di corrispondenza a due serie
generate nella zona caotica della mappa logistica (r = 4) e caratterizzate da
un valore iniziale z¢ uguale fino alla quinta cifra decimale (2,9 = 0.287564
e xy0 = 0.287565), in modo da stabilire se tali indicatori fossero in grado di
rilevare e quantificare il processo di divergenza fra le due serie.

Nella tabella 22.4 sono riportati i valori degli indicatori non normaliz-
zati applicati alle due serie di cui sopra in funzione del numero di elementi
delle serie stesse. Come si pud vedere, l'indice di corrispondenza evidenza
chiaramente il momento in cui le due serie cominciano a divergere passando
dal valore uno, indicante perfetta coincidenza fra tutti gli elementi delle due
serie considerate, ad un valore inferiore ad uno. Anche la S, e la mutua in-
formazione riescono ad evidenziare tale situazione, anche se in maniera meno
evidente ed intuitiva. Infatti, fintanto che le due serie di mantengono uguali,
sia la S, che la mutua informazione si mantengono pressoche costanti per
poi calare in maniera pill 0 meno pronunciata in corrispondenza dell’inizio
del processo di divergenza.

Sia Iindice di corrispondenza, che la S, e la mutua informazione, con
la diminuzione dei rispettivi valori evidenziano il progredire del processo di
divergenza fino ad attestare una sostanziale indipendenza fra le due serie gia
a partire da 500 elementi.

La cross Sample-ApEn appare invece molto meno informativa. Essa
non appare in grado di evidenziare l'inizio del processo di divergenza né,
tantomeno, la sua evoluzione, mantenendosi sempre molto prossima ad uno.

Per valutare ulteriormente la sensibilita alle condizioni iniziali, si é ripetu-
to I’esperimento precedente considerando due valori iniziali ancora piu vicini
fra loro (uguali fino alla dodicesima cifra decimale), ovvero x,o = 0.28756371
64524 e x,0 = 0.2875637164525. 1 risultati sono riportati nella tabella 22.5.
Come si pud osservare, il comportamento di fondo degli indicatori non cam-
bia. Essi inoltre, com’era logico aspettarsi, evidenziano un maggior ritar-
do nell’inizio del processo di divergenza proprio in ragione della maggiore
vicinanza dei valori iniziali considerati.

Analogamente a quanto gia osservato per la S, e la mutua informazione,
anche l'indice di corrispondenza appare quindi in grado di descrivere il com-
portamento della mappa logistica dicotomizzata in relazione al livello di
dipendenza e di regolarita che essa esprime. FEsso riesce a caratterizzare
adeguatamente le isole di stabilitd mettendo in luce una qualche regolarita
di struttura anche nei tratti in cui le biforcazioni sono pitt numerose e il
sistema, di conseguenza, pit confuso. E’ inoltre in grado di evidenziare con
estrema chiarezza il processo di divergenza fra serie caotiche caratterizzate
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Tabella 22.4: Mappa logistica dicotomizzata: sensibilita ai valori iniziali (lag 0).

Serie caotiche, sensibilita ai valori iniziali in funzione del numero di elementi delle serie (x,; =0.287564 e x,,=0.2875065)

Numero di elementi delle serie
10 25 50 100 250 500 1000
Sp 0,282259 0,072988 0,025656 0,006168 0,001800 0,000006 0,000019
Mutua
s 0,970950 0,378050 0,143543 0,035333 0,010367 0,000036 0,000109
Informazione
Crosls‘:""’le' 0,965235 0,990219 0,998801 1,006495 1,005451 1,002805 1,002001
pEn
[ 1,000000 0,840000 0,720000 0,610000 0,560000 0,504000 0,506000
Numero di elementi delle serie e
15 16 18 19 20
Sp 0,282259 0,288746 0,279758 0,182531 0,189454
Mutua
E 0,970950 0,988699 0,964079 0,720528 0,7444384
Informazione
Cross Sample-
ApEn 0,973033 0,987722 0,952382 0,966447 0,984733
lers 1,000000 1,000000 1,000000 0,947368 0,950000

Tabella 22.5: Mappa logistica dicotomizzata: sensibilita ai valori iniziali (lag 0).

Serie caotiche, sensibilita ai valori iniziali in funzione del numero di elementi delle serie
(%,0 =0.2875637164524 e X, =0.2875637164525)

Mumero di elementi delle serie
10 25 37 a2 a3 a5 50
Sp 0,282260 0,282260 0,291149 0,292292 0,222835 0,136056 0,105821
Mutua

° 0,970950 0,970950 0,995253 0,998364 0,861600 0,650050 0,531021
Informazione

Cm";;‘z:‘p'e' 0,965235 0,961526 0,977973 0,991489 0,993487 0,994051 1,002391

le 1,000000 1,000000 1,000000 1,000000 0,976744 0,933333 0,900000
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da condizioni iniziali molto vicine. Infine, esso pud fornisce informazioni
oltre che sull'intensita, anche sul segno della correlazione, cosa che invece né
la Sy, né la mutua informazione né, tanto meno, la ApEn o la cross-ApEn
sono in grado di fare.
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CAPITOLO 23

Considerazioni finali

Come si & avuto modo di appurare nella Parte I1I della tesi, pur fornendo una
certa misura del grado di “vicinanza” o di “sincronismo” fra due serie, la cross-
ApFEn e la cross Sample-ApEn non sono in grado di fornire informazioni uni-
voche sull’eventuale indipendenza fra le serie stesse né, tantomeno, sul loro
livello di correlazione. Per ovviare a tali lacune si ¢ modificato ['algoritmo
di calcolo originario in modo da associarvi un ulteriore valore numerico che
abbiamo chiamato indice di corrispondenza o I..s.

A fronte di un incremento del tempo di elaborazione sostanzialmente
trascurabile, I'indice di corrispondenza, che calcola la frequenza di elementi
corrispondenti uguali fra le due serie, & in grado di dirci se le serie considerate
possano essere ritenute uguali fra loro a meno di un margine di tolleranza
r, cosa che la cross-ApEn non ¢ in grado di fare fornendoci, nel contempo,
anche un valore numerico proporzionale all’intensita del livello di correlazione
eventualmente esistente fra di esse. In particolare, 'indice di corrispondenza,
che in questa forma per essere calcolato non necessita della conoscenza di
alcuna distribuzione, varia fra zero, che nel caso di serie binarie corrisponde
alla condizione di perfetta correlazione inversa, ed uno, che attesta la perfetta
coincidenza fra tutti gli elementi delle serie considerate.

Un importante passo avanti nell’interpretazione dei risultati forniti puo
essere ottenuto normalizzando l'indice di corrispondenza. Per fare cid é co-
munque necessario ricavare il suo valore caratteristico p;,q, che rappresenta il
valore che l'indice assume in corrispondenza della condizione di indipenden-
za e dipende dalla forma delle distribuzioni marginali delle serie considerate.
In particolare, se {py, q,} rappresenta la distribuzione marginale della serie
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di confronto u e {py, ¢, } quella della serie obiettivo v, Ping = Pubv + Q-
Per calcolare tale valore non é comunque strettamente necessario disporre
delle distribuzioni marginali o di una loro stima, in quanto la distribuzione
empirica dell’indice data la condizione di indipendenza, cosi come una stima,
di ping possono essere ottenute tramite simulazione per mezzo dei metodi
Monte Carlo. Noto che sia il valore di p;,q ¢ quindi possibile calcolare un
indice normalizzato in forma assoluta, ovvero rispetto al suo minimo ed al
suo massimo assoluti, zero ed uno, ed alla condizione di indipendenza, vari-
abile da serie a serie a seconda delle distribuzioni marginali. In particolare
si avra:

Iers—pind

se Iers — Ping > 0, allora Laers = T pind

s€ Icrs — DPind = 0, allora IAcrs =0
Lers —Pind

se Ieps — Dind < 07 allora Taers = Pind

In questa forma, I'indice di corrispondenza, I 4.5, variera nell’intervallo
[1, —1] assumendo i valori:

e 1, nel caso di perfetta correlazione positiva;
e 0, nel caso di indipendenza;
e -1, nel caso di perfetta correlazione inversa

Si e inoltre dimostrato che (vedi capitolo 16.2), sotto la condizione di
indipendenza, I'indice di corrispondenza (non normalizzato) si distribuisce,
se il numero n degli elementi delle serie é sufficientemente elevato, come una
normale di media 1 = p;uq e deviazione standard § = \/pia(l — ping) /7,
OVVero:

Icrs ~ N [pind, \/pind(l - pind)/n .

L’indice cosi costruito ¢ corretto, in quanto somma di due frequenze (la
frequenza delle coppie di elementi corrispondenti uguali (0,0) e (1,1)) ed
indipendente dal tipo di codifica adottata. Ovviamente, nel caso di serie
non binarie, il valore zero (meno uno nel caso dell'indice normalizzato) non
corrispondera piu alla condizione di perfetta correlazione inversa, ma a quella
particolare condizione dove un qualsiasi elemento della serie di confronto non
¢ mai associato a se stesso nella serie obiettivo. L’indice di corrispondenza,
al pari della ApEn, é poi insensibile a disturbi di intensita inferiore al valore
del livello di soglia 7 e risente in maniera minimale di eventuali (pochi) valori
anomali (outliers) in quanto non ¢é la loro intensita, bensi il loro numero che
si riflette sul valore finale dell’indicatore. Esso pud essere inoltre utilizzato
sia nel caso di relazioni lineari che non lineari e, al pari della ApEn da cui
prende spunto, sia con dati di tipo binario, che di tipo discreto o continuo.

Applicando l'indice di corrispondenza agli esperimenti gia effettuati con
la S,, la mutua informazione, le distanze di Kullback Leibler e la ApEn o
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la cross-ApEn si & potuto osservare, in generale, un comportamento ten-
denzialmente molto simile a quello della S, e della mutua informazione,
con 'eccezione del caso delle serie semplici perfettamente periodiche (capi-
tolo 19), dove I'indice di corrispondenza ha mostrato una maggiore fedelta
all’evidenza teorica e al modello studiato.

In definitiva, I'indice di corrispondenza presenta alcune interessanti pro-
prieta:

e per il suo calcolo non & necessaria la stima di alcuna distribuzione,
che il valore caratteristico p;nq, cosi come la sua distribuzione sotto la
condizione di indipendenza puod essere ricavata mediante simulazione;

e la sua forma asintotica, data la condizione di indipendenza, é una fun-
zione semplice e, note le distribuzioni marginali, perfettamente definita

avendosi Iops ~ N {pmd, \/pind(l - pind)/n} 5

e risulta direttamente proporzionale all’intensita della correlazione o del-
I’autocorrelazione esistente fra le serie considerate;

e presenta valori mediamente piu elevati e maggiormente spaziati rispet-
to sia alla S, che alla mutua informazione;

e nella sua forma normalizzata evidenza e quantifica in maniera imme-
diata la correlazione inversa per tramite dei valori negativi;

e ¢ applicabile anche a serie caotiche;

e si integra perfettamente nell’algoritmo di calcolo della ApEn e della
cross-ApEn;

e ha comunque un significato proprio ed indipendente da quello della
cross-ApEn e, in quanto tale, pud essere calcolato e valutato anche
in maniera disgiunta da essa. In questo caso il suo algoritmo risulta
estremamente semplice e performante.

Esso presenta ovviamente anche delle limitazioni, la principale delle quali
consiste nell’avere una varianza decisamente pin elevata rispetto a quella
della S, e della muta informazione, ragion per cui, per avere stime affi-
dabili, si dovrebbe poter disporre di serie pitt lunghe. In ogni caso 5000
elementi appaiono una lunghezza gia pii che sufficiente per ottenere risultati
ampiamente accettabili nella maggior parte delle situazioni che si possono
incontrare nella pratica.

Nella tabella 23.1 sono riportati i valori della deviazione standard me-
dia della S,, della mutua informazione, dell’entropia congiunta, della cross
Sample-ApEn e dell’indice di corrispondenza calcolati in funzione della lun-
ghezza delle serie sotto la condizione di indipendenza, distribuzioni di pro-
babilita marginali simmetriche (p = ¢ = 0.5) ed insiemi di 1000 simulazioni
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(casi). Come si puo vedere, la deviazione standard della S, risulta inferiore
di oltre due ordini di grandezza rispetto a quella dell’indice di corrisponden-
za. Bisogna dire, pero, che sia la S, che la mutua informazione, specie in
corrispondenza di livelli di relezione non particolarmente elevati, tendono ad
assumere valori molto bassi e la deviazione standard, di conseguenza, non
puo che riflettere questa situazione.

Tabella 23.1: Deviazioni standard in funzione della lunghezza delle serie.

Indicatori non normalizzati: deviazione standard calcolata su 1000 casi

Numero di elementi delle serie
1000 2500 5000 10000 15000
Sp 0,000185 0,000067 0,000033 0,000016 0,000014
Mutua
i 0,000930 0,000380 0,000220 0,000110 0,000069
Informazione
Entropia
i 0,001640 0,000700 0,000380 0,000169 0,000117
Congiunta
Cm;?? Ple- 1 0,001400 0,000600 0,000280 0,000140 0,000091
| |
- 0,015600 0,010000 0,007500 0,005000 0,004000

In ogni caso, considerato anche 'esiguo sforzo necessario, & consigliabile
calcolare I'indice di corrispondenza ogni qual volta si calcolino la cross-ApEn
e la cross Sample-ApEn, sia per confermare eventuali tendenze messe in luce
da questi indicatori, sia per meglio specificare il comportamento delle serie
considerate, in particolar modo per quanto riguarda il livello di correlazione
eventualmente esistente fra le stesse.

L’indice di corrispondenza non é comunque in grado di stabilire, al di la
di una eventuale indicazione di direzione e di intensita, il tipo di relazione
che intercorre fra due fenomeni né, tanto meno, al pari degli altri indicatori
analizzati, di fornire informazioni riguardo alla complessita algoritmica delle
serie studiate.
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Conclusioni e prospettive future

Con questo lavoro si é cercato di:

realizzare uno studio di tipo applicativo, comparato ed esaustivo, fra al-
cuni degli indicatori di indipendenza e di correlazione basati sul concet-
to di entropia noti in letteratura (una delle loro caratteristiche peculiari
consiste nel poter essere applicati anche a relazioni non lineari);

valutare il comportamento dell’ Approzimate Entropy, pit comunemente
nota come ApFEn, un indicatore di irregolaritd e di dipendenza poco
utilizzato in statistica ma che ha visto una certa diffusione nel campo
delle scienze mediche e biologiche, in modo da comprenderne appieno
limiti e potenzialita;

proporre un’integrazione all’algoritmo di calcolo della cross-ApEn (la
versione della ApEn applicabile al confronto fra serie distinte) in mo-
do da colmare alcune lacune dell’indicatore e renderlo pit esaustivo e
completo.

Si sono pertanto confrontati fra loro 1 seguenti indicatori:

I'entropia di Granger, Maasoumi e Racine, pill spesso indicata con S,;
la mutua informazione;

I’entropia congiunta;

la misura di Kullback Leibler o entropia relativa;

la Approzimate Entropy, pit comunemente nota come ApEn e la cross
Approzimate Entropy, anche detta cross-ApEn;
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applicandoli a diversi insiemi di serie binarie appositamente create allo scopo.
Si & preferito ricorrere ad un alfabeto binario perche, se da un lato cid puod
limitare la possibilitd di generalizzare tout court i risultati ottenuti, dal-
I’altro permette di ridurre al minimo la complessita del sistema. In questo
modo é possibile definire precise relazioni fra le variabili e creare serie rap-
presentative di una pluralitd di situazioni, anche complesse, riuscendo nel
contempo a mantenere sotto controllo ed a valutare correttamente i diversi
fattori sperimentali considerati.

Dopo aver riassunto alcuni concetti basilari relativi all’entropia ed alla
teoria dell’informazione ed aver riassunto lo stato dell’arte degli indicatori
sopra menzionati (Parte I della tesi), si sono impiegati gli stessi allo scopo di
cercare di individuare e descrivere la struttura interna di una serie, nonché
il suo grado di irregolaritd o di dipendenza ed, eventualmente, per ordinare
i diversi tipi di serie in base alla loro complessita algoritmica (Parte II della
tesi). Si é successivamente cercato di evidenziare le relazioni (regolarita, cor-
relazione ed indipendenza) eventualmente esistenti fra due serie distinte ma
di forma nota a priori (Parte IIT della tesi) per poi proporre ed applicare ai
casi precedentemente studiati (Parte IV della tesi) un ulteriore indicatore, da
associare alla cross-ApEn, in modo da colmarne le lacune ed integrare le in-
formazioni che essa € in grado di fornire. Questo ulteriore indicatore, definito
nel corso dell’esposizione come indice di corrispondenza o .., basandosi sul
concetto di distanza esemplificato dal parametro r proprio della ApEn, si
integra perfettamente nell’algoritmo di calcolo della cross-ApEn. Esso rap-
presenta sicuramente un valore aggiunto per la cross-ApEn e per la sua forma
computazionalmente piu stabile, la cross Sample- ApEn potendo fornire pre-
cise informazioni riguardo ad un’ipotetica condizione di indipendenza fra le
serie, oltre che sul livello di correlazione, diretta o inversa, eventualmente
esistente fra le stesse.

23.1 risultati ottenuti

Per mezzo degli esperimenti eseguiti si ¢ potuto immediatamente verificare
come la mutua informazione e ’entropia congiunta, nella loro forma norma-
lizzata, corrispondano ad una stessa misura. Cosa che ¢ stata poi dimostrata
analiticamente nel capitolo 5.2.3. Tuttavia la mutua informazione presen-
ta varianza minore e quindi, a paritd di altre condizioni, é sicuramente da
preferirsi.

Si e visto inoltre come la mutua informazione e la S, manifestino un
comportamento molto simile, differendo sostanzialmente solo per un fattore
di scala. La mutua informazione tende perd ad assumere valori piu alti, in
particolar modo in corrispondenza dei livelli di irregolarita pit elevati, e tende
a zero (condizione di indipendenza) in maniera piu graduale rispetto alla S,.
Quest’ultima presenta pero, in genere, livelli di varianza leggermente infe-
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riori. Aifini pratici e per lo studio di serie binarie, comunque, i due indicatori
appaiono sostanzialmente equivalenti per cui, se del caso, il ricercatore potra
utilizzare quello a lui pitt congeniale.

La distanza di Kullback Leibler, che misura una sorta di “distanza” fra le
distribuzioni marginali delle serie considerate, non si € rivelata invece di al-
cuna utilita nello studio dell’autocorrelazione e della struttura di una singola
serie in quanto, avendo a che fare con distribuzioni marginali praticamente
coincidenti, assumeva sempre un valore molto prossimo a zero. Da questo
punto di vista risulta scarsamente informativa anche nello studio delle re-
lazioni esistenti fra serie distinte in quanto, dipendendo unicamente dalla
forma delle distribuzioni marginali, essa puo fornire uno stesso valore anche
a fronte di condizioni e di strutture delle serie le piu diverse fra loro.

Per quanto riguarda la ApFEn, si & notato che, in genere, i risultati osser-
vati concordano con quelli ottenuti con la S, e con la mutua informazione.
Questi ultimi sono sicuramente piu indicati quali indicatori di indipenden-
za e correlazione, ma possono fornire informazioni utili anche per quanto
riguarda la presenza di un’eventuale forma di struttura. La ApEn, invece,
rappresenta sostanzialmente un indicatore del livello di disordine e di irre-
golarita e misura ’autocorrelazione solo indirettamente, tramite il livello di
regolaritd presente nella serie e le modalita con cui un determinato pattern
si ripete nella sequenza dei dati.

Tutti e tre gli indicatori sono in grado di identificare con precisione strut-
ture periodiche o quasi periodiche purche il numero di lag per la S, e la
mutua informazione o la dimensione del parametro m per la ApEn siano
sufficientemente elevati. Un’eventuale periodicita viene infatti rilevata solo
in corrispondenza di valori di lag o di m multipli del periodo della serie. Nel
caso di lag multipli del periodo, infatti, non si fa altro che confrontare la serie
con una sua copia speculare e, di conseguenza, la S, e la mutua informazione
assumono il loro valore massimo che, nota la distribuzione marginale della
serie ¢ calcolabile e, pertanto, riconoscibile. Per la ApEn, un’eventuale pe-
riodicitd puod essere rilevata anche in prossimitad di un valore di m pari al
periodo della serie ed é caratterizzata dalla persistenza a zero dell’indicatore
per tutti gli m successivi. Tuttavia, il numero di elementi della serie necessari
per ottenere stime attendibili cresce in maniera esponenziale all’aumentare
di m per cui nella pratica, con serie di qualche migliaio di elementi, la let-
teratura sconsiglia di utilizzare valori di m superiori a 2 o a 3. Ci6 non di
meno, nello studio della struttura interna di una singola serie, pud essere
a volte utile considerare valori di m maggiori. Questo perché un’eventuale
regolarita di comportamento della ApEn al variare di m, come la persisten-
za di un medesimo valore o di blocchi di valori uguali, potrebbe fornirci una
qualche indicazione riguardo all’eventuale struttura della serie, ancorché non
perfettamente periodica o di periodo piu elevato.

Si ¢ visto, poi, come gli indicatori in questione, e soprattutto la S, e
la, mutua informazione, siano particolarmente efficaci nell’analisi della serie
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logistica dicotomizzata (capitolo 9). Non appare invece particolarmente sod-
disfacente la caratterizzazione di serie periodiche in funzione del grado di
rumore indotto (capitolo 5).

Tutti gli indicatori considerati non sono infine risultati assolutamente
adatti a fornire indicazioni riguardo alla complessita delle serie studiate. Va-
lori diversi della S, della mutua informazione o della ApEn possono riferir-
si, infatti, a serie caratterizzate dalla medesima complessita algoritmica e
viceversa.

Per quanto riguarda l'analisi ed il confronto di serie diverse (Parte III
della tesi), si & potuto verificare come sia la S, che la mutua informazione
si prestino, in qualche modo, anche allo studio del livello di correlazione.
Esse, inoltre, come giad appurato nel caso dell’analisi di una singola serie,
presentano un comportamento ed una dinamica molto simile riuscendo ad
individuare efficacemente una eventuale condizione di indipendenza, in cor-
rispondenza della quale entrambi gli indicatori assumono valore zero. Esse
sono anche in grado di rilevare un’eventuale condizione di perfetta o massima
correlazione, corrispondente al massimo raggiungibile dagli indicatori date
le particolari distribuzioni marginali, condizione che diventerebbe comunque
evidente solo nel caso di normalizzazione degli indicatori rispetto a detto
massimo. La S, e la mutua informazione, comunque, non sono in grado
di distinguere fra correlazione diretta e correlazione inversa, assumendo in
entrambe le situazioni il medesimo valore.

Il discorso si fa pitt complesso nel caso della ApEn o, meglio, della cross-
ApEn, che altro non é che la ApEn applicata a serie distinte. Intanto, se la
ApEn applicata ad una singola serie ¢ sempre definita (vedi capitolo 12.1.4),
la cross-ApEn, invece non lo é. E’ infatti possibile, e in molti casi assai
probabile, che un determinato pattern x; di lunghezza m + 1 appartenente
alla serie di confronto non abbia riscontro nella serie obiettivo, mentre nella,
ApFEn ogni pattern veniva invece sempre confrontato anche con se stesso.
In questo caso il logaritmo del numero di riscontri non & definito e, di con-
seguenza, la cross-ApFEn non é calcolabile. Per ovviare a questo problema,
Richman e Moorman (capitolo 3.5.1) hanno sviluppato una versione modi-
ficata della cross-ApEn, denominata cross Sample-ApEn la quale, invece di
considerare la somma dei logaritmi del numero di riscontri di tutti i possibili
pattern z;, calcola il logaritmo della somma finale. Cosi facendo, la cross
Sample-ApEn risulta definita ogni qual volta vi sia almeno un riscontro per
un qualsiasi generico pattern z; di lunghezza m 4 1. La modifica apporta-
ta da Richman e Moorman rappresenta quindi una condizione assai meno
restrittiva della precedente e consente una maggiore applicabilita dell’indi-
catore cosi modificato. Per tale motivo, nel corso della Parte III della tesi si
é preferito utilizzare la cross Sample-ApEn in luogo della cross-ApEn.

La cross Sample-ApEn e la cross-ApEn, comunque, misurano entrambe
una generica sincronia fra gli elementi delle serie poste a confronto, ovvero
sintetizzano la frequenza con cui un generico pattern di lunghezza m ap-
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partenente alla serie di confronto che si ritrova in una qualsiasi posizione
nella serie obiettivo, vi si ritrovi ancora se si aumenta la sua dimensione di
una unita. Al di la della loro definizione, il significato di questi indicatori
non é sempre né chiaro né facile da interpretare.

Intanto, a differenza della ApEn, il cui massimo assoluto, pari a uno nel
caso di serie binarie!, & esplicativo della condizione di massima casualita e, in
definitiva, di indipendenza degli elementi di una serie, la cross Sample-ApEn
e la cross-ApEn possono assumere anche valori maggiori di uno. Inoltre,
dagli esperimenti condotti si evince chiaramente che, confrontando coppie
diverse di serie fra loro indipendenti, la cross Sample-ApEn pud assumere
una pluralita di valori diversi anche in presenza delle medesime distribuzioni
marginali.

La cross Sample-ApEn e la cross-ApEn non sono poi in grado di rilevare
una condizione di perfetta correlazione. Si sono viste, infatti, coppie di serie
perfettamente correlate esprimere valori diversi di cross Sample-ApEn. Allo
stesso modo, a parita di distribuzioni marginali e di livello di perturbazione
indotto, serie assolutamente non correlate e serie perfettamente correlate
potevano presentare, in media, uno stesso valore di cross Sample-ApEn. A
maggior ragione, la cross Sample-ApEn non & in grado di rilevare una con-
dizione di perfetta correlazione inversa o, comunque, di correlazione inversa
in generale.

Per quanto sopra, appare lecito esprimere seri dubbi sul significato reale
della cross Sample-ApEn e della cross-ApEn, nonché sulle possibili inter-
pretazioni dei loro risultati al di la di una generica indicazione di maggiore
o minore sincronia non posizionale fra gli elementi delle serie considerate.

Per colmare le lacune evidenziate ed integrare le informazioni fornite
dalla cross Sample-ApEn e dalla cross-ApEn, si € ritenuto utile modificarne
gli algoritmi di calcolo in modo che essi potessero fornire un ulteriore valore
numerico definito indice di corrispondenza o Ips.

L’indice di corrispondenza, che altro non é che la frequenza di elementi
uguali che occupano la medesima posizione all’interno delle serie confrontate,
¢ in grado di dirci se due serie sono fra loro uguali a meno di un margine di
tolleranza r, cosa che la cross-ApEn non puod fare, fornendoci nel contempo
anche un valore numerico proporzionale all’intensita del livello di correlazione
eventualmente esistente fra le serie stesse. In particolare, in questa forma pii
semplice, I'indice di corrispondenza varia fra zero, che nel caso di serie bina-
rie corrisponde alla condizione di perfetta correlazione inversa, ed uno, che
attesta la perfetta coincidenza fra tutti gli elementi delle serie considerate.

Normalizzando l'indice rispetto al suo minimo e massimo assoluti (i valori
zero ed uno) e al suo valore caratteristico pj,q, esso diventa maggiormente
informativo e di piu facile lettura, centrando sul valore zero un’eventuale con-
dizione di indipendenza ed assumendo valori positivi, variabili nell’intervallo

Ymax ApEn = log, k, con k numero di simboli dell’alfabeto considerato
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[1,0[, nel caso di correlazione diretta e valori negativi, variabili nell’intervallo
10, —1], nel caso di correlazione inversa.

Per normalizzare I'indice & perd necessario conoscerne il valore caratte-
ristico pjng, che corrisponde al valore che I'indice assume in corrispondenza
della condizione di indipendenza e che dipende dalla forma delle distribuzioni
marginali delle serie considerate. In particolare, se {py, ¢} ¢ la distribuzione
marginale della serie di confronto u e {p,, ¢,} quella della serie obiettivo v,
Pind = Pubv + quqy- Per calcolare tale valore non é comunque strettamente
necessario disporre delle distribuzioni marginali o di una loro stima. La dis-
tribuzione empirica dell’indice data la condizione di indipendenza, cosi come
una stima di p;,qg possono essere infatti ottenute anche tramite simulazione
per mezzo dei metodi Monte Carlo e, nello specifico, tramite la realizzazione
di un congruo numero di permutazioni delle serie originarie in modo da si-
mulare altrettante condizioni di indipendenza distributiva su cui poi calcolare
il valore dell’indice di corrispondenza.

Si é inoltre dimostrato (capitolo 16.2) che, sotto la condizione di in-
dipendenza, I'indice di corrispondenza non normalizzato relativo a dati bi-
nari si distribuisce, se il numero n degli elementi delle & serie sufficiente-
mente elevato, come una normale di media u = p;,q ¢ deviazione standard
0= \/pmd(l - pind)/n

L’indice cosi costruito ¢ corretto, in quanto somma di due frequenze (la
frequenza delle coppie di elementi corrispondenti uguali (0,0) e (1,1)) ed &
indipendente dal tipo di codifica adottata con ’avvertenza che, nel caso di
serie non binarie, il valore zero (meno uno nel caso dell’indice normalizzato)
non corrispondera piu alla condizione di perfetta correlazione inversa, ma
bensi a quella particolare condizione dove un qualsiasi elemento della serie
di confronto non & mai associato allo stesso simbolo nella serie obiettivo.

L’indice di corrispondenza gode inoltre di numerose altre proprieta. Al
pari della ApEn esso é insensibile al rumore di intensita inferiore al valore
di soglia r e risente in maniera minimale di eventuali (pochi) valori anomali
(outliers) in quanto non ¢ la loro intensita, bensi il loro numero che si riflette
sul valore finale. Esso puo essere utilizzato sia nel caso di relazioni lineari che
non lineari e sia con dati di tipo binario, che di tipo discreto o continuo. Per
il suo calcolo non & necessaria la stima di alcuna distribuzione. Nel caso di
normalizzazione, il valore caratteristico p;,q4, cosi come la distribuzione sotto
la condizione di indipendenza, possono essere ricavati sia per via analitica che
mediante simulazione al computer. Esso € inoltre direttamente proporzionale
all’intensita dell’eventuale correlazione esistente fra le serie considerate e,
nella sua forma normalizzata, evidenza e quantifica in maniera immediata
la correlazione inversa per tramite dei valori negativi, proprieta queste che
né la S, né la mutua informazione posseggono. L’indice di corrispondenza,
infine, pud essere utilizzato anche in presenza di serie caotico-deterministiche
e si integra perfettamente nell’algoritmo di calcolo della cross-ApEn e della
cross Sample-ApEn.

211



L’indice di corrispondenza, tuttavia, anche perché non soggetto a trasfor-
mazioni numeriche volte a ridurne la varianza, presenta una variabilitd de-
cisamente piil elevata rispetto a quella della S, e della muta informazione
(vedi tabella 23.1 di cui al precedente capitolo 23), ragion per cui, per avere
stime affidabili, si dovrebbe poter disporre di serie mediamente piu lunghe.
In ogni caso, 5000 elementi appaiono una lunghezza gia pit che sufficiente
per ottenere risultati ampiamente accettabili nelle piu diverse situazioni.

Ripetendo con l’indice di corrispondenza gli esperimenti descritti nelle
Parti Il e L1I della tesi, si & infatti potuto osservare, in generale, un comporta-
mento tendenziale molto simile a quello della S, e della mutua informazione,
con 'eccezione del caso delle serie semplici perfettamente periodiche (capi-
tolo 19), dove l'indice di corrispondenza ha mostrato una maggiore fedelta
all’evidenza teorica e al modello studiato.

L’indice di corrispondenza non ¢ comunque in grado di stabilire, al di
la di una eventuale indicazione di direzione e di intensita ed al pari degli
altri indicatori studiati, il tipo di relazione che intercorre fra due fenomeni
né, tanto meno, di fornire informazioni riguardo alla complessita algoritmica
delle serie studiate.

In ogni caso, considerato anche 'esiguo sforzo necessario, & consigliabile
calcolare 'indice di corrispondenza ogni qual volta si calcoli la cross-ApEn
e la cross Sample-ApEn, sia per confermare eventuali tendenze messe in
luce da tali indicatori, sia per meglio specificare il comportamento delle serie
considerate, in particolar modo per quanto riguarda il livello di correlazione
eventualmente esistente fra le stesse. Il fatto che 1’algoritmo di calcolo ben
si integri con quello della cross-ApEn nulla toglie al fatto che l'indice di
corrispondenza possa essere calcolato anche “stand alone”, nel qual caso 1’al-
goritmo di calcolo risulta estremamente semplice e performante e, comunque,
per un numero di lag a piacere.

Per concludere, dai risultati ottenuti appare chiaro come tutti gli in-
dicatori studiati, per quanto potenzialmente utilizzabili, non possano essere
considerati indicatori universali, tanto meno la ApEn e, soprattutto, la cross-
ApEn. Essi non sono infatti in grado di fornire indicazioni utili ed univoche
in tutte le possibili situazioni ma, se considerati tutti assieme, possono fornire
ciascuno un utile contributo alla conoscenza generale del fenomeno.

Sarebbe quindi opportuno, per quanto possibile, procedere sempre al cal-
colo congiunto della mutua informazione o della S,, della ApEn e dell’indice
di corrispondenza, unitamente ad altri indicatori piu specificatamente legati
alla materia oggetto di studio, in modo da avere una conferma dei risultati
ottenuti ed un aiuto nell’interpretazione degli stessi, cosa il pit delle volte
tutt’altro che banale. Appare ovvio, comunque, come 'applicazione degli
indicatori studiati non possa avvenire in maniera meccanica e svincolata
dai singoli contesti analizzati, pena altrimenti ’ottenere risultati anche com-
pletamente fuorvianti. Risulta quindi piti che mai necessario utilizzare tali
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indicatori con estrema cautela ed avendone ben chiari limiti e caratteristiche,
oltre al tipo di informazioni che si vogliono e si possono ottenere.

Un’attenzione particolare andrebbe poi prestata in tutte quelle situazioni
in cui si debbano confrontare fra loro numeri molto piccoli che, se pur pre-
sentando differenze a volte anche delle dimensioni di un ordine di grandez-
za, risultano comunque molto prossimi allo zero e di intensitd assoluta-
mente marginale rispetto all’ampiezza dell’intervallo di variazione degli in-
dicatori considerati. In tali situazioni, quand’anche il confronto dovesse
risultare statisticamente significativo, ad una meccanica applicazione di tec-
niche dovra preferirsi un approccio critico che tenga conto, volta per vol-
ta, delle caratteristiche del fenomeno trattato e delle relative condizioni al
contorno.

23.2 Prospettive future

I problemi tutt’ora aperti e che si vorrebbero ancora indagare sono legati
soprattutto all’indice di corrispondenza.

In primo luogo, vi & la necessita di studiarne le proprietd e le carat-
teristiche in un ambito pili generale, che ricomprenda quindi anche serie
caratterizzate da dati di tipo discreto e continuo. In particolare, anche se la
sua distribuzione empirica e una stima del suo valore caratteristico p;,q sono
sempre ricavabili mediante simulazioni con i metodi Monte Carlo, sarebbe si-
curamente importante, anche nel caso di serie non binarie, poter calcolare per
via analitica la distribuzione dell’indice sotto la condizione di indipendenza
nonché il suo valore caratteristico.

In particolare, qualora si considerino valori del parametro r maggiori di
zero, il calcolo per via analitica dei parametri caratterizzanti la distribuzione
dell’indice e, quindi, anche di p;,q, comporterebbe delicati aspetti di coerenza
fra il metodo utilizzato per il calcolo della frequenza di elementi uguali fra le
serie analizzate, in quanto vengono considerati uguali due elementi se la loro
differenza, in valore assoluto, & inferiore o uguale al valore del parametro 7,
e quello utilizzato per la determinazione delle distribuzioni marginali, dove
r non compare affatto.

Potrebbe poi essere particolarmente interessante valutare eventuali pos-
sibili applicazioni dell’indice di corrispondenza alle serie storiche finanziarie
dicotomizzate, in particolar modo, ad esempio, all’analisi del segno delle vari-
azioni dell’aggregato economico considerato (perdite o guadagni) e della sua
volatilita (“alta” o “bassa”).
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